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МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ 
 

ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
 
1. Метод прямого перебора 
● В клетке сидят кролики и фазаны. Всего у них 
18 ног. Узнать сколько в клетке тех и других. 
Укажите все решения.  
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Решение. Пусть х – количество кроликов,  у – 
количество фазанов, тогда имеем уравнение 

1824 =+ yx  или .92 =+ yx   
Если  ,1=x    то .7=y  
Если  ,2=x    то .5=y  
Если  ,3=x    то .3=y  
Если  ,4=x    то .1=y  
При 5=x  получаем .91052 >=⋅  
Ответ: (1;7), (2;5), (3;3), (4;1). 
 
2. Использование неравенств 
 
● Решите в натуральных числах уравнение  

.3985 =+ yx  
Решение. Для уменьшения перебора вариантов 
рассмотрим неравенства 

⎩
⎨
⎧

≥−=
≥−=

05398
08395

xy
yx

  ⇔  
⎩
⎨
⎧

≤
≤

7
4

x
y

 

Проведем перебор по неизвестной  у.  
Если  ,1=y    то 2,6=x  не является натураль-
ным числом. 
Если  ,2=y    то 6,4=x  не является натураль-
ным числом. 
Если  ,3=y    то .3=x  
Если  ,4=y    то 4,1=x  не является натураль-
ным числом. 
Ответ: (3; 3). 
 
3. Использование отношения делимости 
 
● Имеются контейнеры двух видов: по 130 кг и 
160 кг. Сколько было  контейнеров первого и 
сколько второго вида, если вместе они весят 3 
тонны? Укажите все решения.  
Решение.  Обозначим количество контейнеров 
первого вида через  х, второго – через у. Получа-
ем уравнение  3000160130 =+ yx  или 

.3001613 =+ yx  Далее имеем 
,1231331313 +⋅=++ yyx  ).23(1313 yxy −−=−  

Отсюда следует, что разность  13 −y  делится на 
13. 
Если  ,013 =−y    то  у  не является натуральным 
числом. 
Если  ,1313 =−y    то  у  не является натураль-
ным числом. 
Если  ,2613 =−y    то 9=y  и .12=x  
Если  ,3913 =−y    то  у  не является натураль-
ным числом. 
Если  ,5213 =−y    то  у  не является натураль-
ным числом. 

Если  ,6513 =−y    то  ,22=y   но 
.3003522216 >=⋅  

Ответ: 12 контейнеров по 130 кг и 9 по 160 кг. 
 
4. Выделение целой части 
 
● У осьминога 8 ног, а у морской звезды 5. 
Сколько в аквариуме тех и других, если всего у 
них 39 ног?  
Решение. Пусть  х – количество осьминогов,  у – 
количество морских звезд, тогда получаем урав-
нение 3958 =+ yx .  Выразим  у  из уравнения и 
выделим целую часть: 

.
5

437
5

839 −
−−=

−
=

xxxy  Отсюда следует, что 

разность 43 −x  делится на 5. 
Если  ,043 =−x    то  х  не является натураль-
ным числом. 
Если  ,543 =−x    то  3=x  и .3=y  
Если  ,1043 =−x    то  х  не является натураль-
ным числом. 
Если  ,1543 =−x    то  х  не является натураль-
ным числом. 
Если  ,2043 =−x    то ,8=x   но .396488 >=⋅  
Ответ: 3 и 3. 
Замечание. В двух последних примерах исполь-
зовано отношение делимости, при этом уравне-
ния приводились к разному виду. 
 
 
5. Метод остатков 
 
● Решите уравнение  143 =− yx  в целых числах. 
Решение. Перепишем уравнение в виде 

.143 += yx  Поскольку левая часть уравнения 
делится на 3, то должна делиться на 3 и правая 
часть. Рассмотрим три случая. 
1)  Если ,3my =  где ,Zm∈  то 11214 +=+ my  
не делится на 3. 
2)  Если ,13 += my   то 

5121)13(414 +=++=+ mmy  не делится на 3. 
3)  Если ,23 += my   то 

9121)23(414 +=++=+ mmy   делится на 3, по-
этому ,9123 += mx  .34 += mx  
Ответ: ,34 += mx  ,23 += my где .Zm∈  
 
6. Метод «спуска»   
 
● Решите в целых числах уравнение  

.375 =− yx  
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Решение. Выразим из уравнения то неизвестное, 
коэффициент при котором меньше по модулю: 

.
5

32
5

37 +
+=

+
=

yyyx  Дробь  
5

32 +y  должна 

быть равна целому числу. Положим ,
5

32 zy
=

+  

где  z – целое число. Тогда .532 zy =+  Из по-
следнего уравнения выразим то неизвестное, 
коэффициент при котором меньше по модулю, и 
проделаем аналогичные преобразования: 

.
2

33
2

35 +
−=

−
=

zzzy  Дробь  
2

3+z  должна 

быть целым числом. Обозначим  ,
2

3 tz
=

+  где  t 

– целое число. Отсюда .32 −= tz  Последова-
тельно возвращаемся к неизвестным  х  и  у:   

,95)32(3 −=−−= ttty  
.1273295 −=−+−=+= tttzyx  

Ответ: ,95,127 −=−= tytx  где  .Zt ∈    
 
7. Метод последовательного уменьшения ко-
эффициентов по модулю   
  
● Решите в целых числах уравнение  

.12379 =− xy  
Решение.  Проведем деление с остатком 

1032379 +⋅=  и перепишем исходное уравнение 
в виде ,1106917923 −+=−= yyyx  

.1106923 −=− yyx  Левая часть последнего 
уравнения делится нацело на 23, поэтому и пра-
вая часть должна делиться на 23. Имеем 

,23110 ty =−  где .Zt∈  
Для полученного нового уравнения повторим 
процедуру уменьшения коэффициентов. 

;1)3102(12310 ++⋅=+= tty  ;132010 +=− tty  
,1013 ut =+  где .Zu∈  

Проведем еще раз процедуру уменьшения ко-
эффициентов. 

;)133(1013 uut +⋅==+   ;193 −=− uut   
,31 nu =−  .Zn∈  

Выразим  х  и  у  через  n. Так как  ,13 += nu  то  
;9301)13(101103 +=−+=−= nnut  .310 += nt  

;702301)310(2312310 +=++=+= nnty  
.723 += ny  

;55223791)723(7917923 +⋅=−+=−= nnyx  
.2479 += nx  

Ответ:   ;2479 += nx  ,723 += ny  где .Zn∈  
Замечание. В последних двух примерах приме-
нен метод последовательного уменьшения ко-

эффициентов по модулю, при этом уравнения 
приводились к разному виду. 
 
8. Использование формул   

 
Теорема. Уравнение   bxaxaxa nn =+++ ...2211  
разрешимо в целых числах тогда и только тогда, 
когда  ,| bd  где  d = НОД ).,...,,( 21 naaa  
Теорема. Пусть уравнение   cbyax =+  разре-
шимо в  Z  и пара  ( )00 ; yx  является частным 
решением этого уравнения. Тогда множеством 
всех решений в  Z   данного уравнения является 
множество пар  ( )yx; , где  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

⋅+=

⋅−=

t
d
ayy

t
d
bxx

0

0

  где  .Zt ∈  

 
Следствие. Пусть а и b взаимно просты и   
( )00 ; yx  - какое-нибудь решение уравнения  

cbyax =+  (*)  
Тогда формулы 

tbxx ⋅−= 0 , 
tayy ⋅+= 0  

 

при  Zt ∈   дают все решения уравнения (*). 
 
● Остаток от деления некоторого натурального 
числа  n  на 6 равен 4, остаток от деления  n  на 
15 равен 7. Чему равен остаток от деления  n  на 
30? (МГУ, 1969) 
Решение. Из условия задачи следует, что суще-
ствует натуральное число  k такое, что  

.46 += kn  Аналогично имеем ,715 += ln  где 
.Nl∈  Исключая из этих двух равенств  n, полу-

чим уравнение  .152 =− lk  (*) 
Для решения этого уравнения найдем какое-
нибудь частное решение в целых (не обязатель-
но неотрицательных) числах. Подбором в каче-
стве такого частного решения можно взять, на-
пример, .1,2 −=−= lk  Согласно следствия 
уравнение (*) имеет решения ,52 tk +−=  

,21 tl +−=  где .Zt∈  Чтобы числа  k  и  l  были 
неотрицательными, параметр  t  должен прини-
мать натуральные значения. Теперь  имеем   

.22)1(308304)25(6 +−=−=+−= tttn  
Ответ: 22. 
● Решите уравнение 1425147 =− yx  в целых 
числах. 
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Решение. Числа 147 и –25 взаимно просты, сле-
довательно, уравнение разрешимо в Z. Найдем 
одно частное решение:  

147 = (–25) (–5) + 22,  

–25 = 22 (–2) + 19,  

22 = 19 1 + 3,  

19 = 3 6 + 1.  

1 = 19 – 3 6 = 19 – 6 (22 – 19) = 7 19 – 6 22 =  

= 7 (– 25 – 22 (– 2)) – 6 22 = 7 (– 25) + 8 22 =  

= 7 (– 25) + 8 (147 + 5 (– 25)) = 8 147 + 47 (– 25).  

Итак, 1 = 147 8 + (– 25) 47. Следовательно,  

14 = 147 112 – 25 658.  

Значит, пара чисел  (112; 658) образует частное 
решение данного уравнения. Следовательно, 
общее решение  

⎩
⎨
⎧

+=
+=

,147658
25112

ty
tx

  где .Zt ∈  

 
 

9. Использование конечных цепных дробей 
 
● Решите в целых числах уравнение   

0152127 =+− yx  
Решение. Преобразуем отношение коэффициен-

тов при неизвестных. Прежде всего, выделим 

целую часть неправильной дроби 
52

127 ;         

52
232

52
127

+=  

Правильную дробь 
52
23  заменим равной ей 

дробью 

23
52
1 . 

Тогда получим 

23
52
12

52
127

+= . Проделаем 

такие же преобразования с полученной в знаме-

нателе неправильной дробью 
23
52 .  

Теперь исходная дробь примет вид: 

6
23
12

12
52

127

+
+=  

Повторяя те же рассуждения для дроби 
6
23  

получим 

5
6
13

12

12
52

127

+
+

+= . 

Выделяя целую часть неправильной дроби 

5
6 , придем к окончательному результату: 

5
11

13

12

12
52

127

+
+

+
+=  
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Мы получили выражение, которое называ-

ется конечной цепной или непрерывной дробью. 

Отбросив последнее звено этой цепной дроби - 

одну пятую, превратим получающуюся при этом 

новую цепную дробь в простую и вычтем ее из 

исходной дроби 
52

127 : 

9
22

9
42

4
12

12 =+=
+

+ ,   

952
1

952
11441143

9
22

52
127

⋅
−=

⋅
−

=− . 

Приведем полученное выражение к общему 

знаменателю и отбросим его, тогда 

0122529127 =+⋅−⋅ . 

Из сопоставления полученного равенства с 

уравнением 0152127 =+− yx  следует, что 

9=x , 22=y  будет решением этого уравнения, 

и согласно теореме все его решения будут со-

держаться в формулах tx 529 += , ty 12722 += ,        

где .Zt∈  

Ответ:  tx 529 += , ty 12722 += , где  .Zt ∈  
 
 
НЕЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
 
1. Метод разложения на множители 
 
а) вынесение общих множителей за скобку 
  
● Решите уравнение  072 3 =−+ xyx  в целых 
числах. 
Решение. Приведем данное уравнение к виду 

.7)2( 2 =+ yxx  Так как  
),1(7)7(117717 −⋅−=−⋅−=⋅=⋅=  то рассмотрим 

четыре системы 

1) 
⎩
⎨
⎧

=+

=

72
1

2 yx
x

  2) 
⎩
⎨
⎧

=+

=

12
7

2 yx
x

 

3) 
⎩
⎨
⎧

−=+

−=

72
1

2 yx
x

  4) 
⎩
⎨
⎧

−=+

−=

12
7

2 yx
x

 

Из каждой системы получаем решения. 

Ответ:  );5;1(  );9;1( −−  );97;7( −  ).99;7( −−  
          
б) применение формул сокращенного умно-
жения 
 
● Найдите все пары натуральных чисел, раз-
ность квадратов которых равна 55. 
Решение. Запишем условие задачи в виде урав-
нения  5522 =− kn  или  .55))(( =+− knkn  
Поскольку knkn +<−  и ,11555155 ⋅=⋅=  то 
возможны два случая 

⎩
⎨
⎧

=+
=−

55
1

kn
kn

 или 
⎩
⎨
⎧

=+
=−

11
5

kn
kn

 

Решая эти уравнения, получим два ответа: 
27,28 == kn   и .3,8 == kn  

Ответ:  );27;28(  ).3;8(  
 
в) способ группировки 
 
● Решите уравнение  63 =−+ yxxy  в целых 
числах. 
Решение. Запишем уравнение в виде  

3)3()3( =+−+ yyx  или .3)3)(1( =+− yx  Так как  
),1(3)3(113313 −⋅−=−⋅−=⋅=⋅=  то рассмотрим 

четыре системы 

1) 
⎩
⎨
⎧

=+
=−

33
11

y
x

  2) 
⎩
⎨
⎧

=+
=−

13
31

y
x

 

3) 
⎩
⎨
⎧

−=+
−=−

33
11

y
x

  4) 
⎩
⎨
⎧

−=+
−=−

13
31

y
x

 

Из каждой системы получаем решения. 
Ответ:  );2;4( −  );4;2( −−  );0;2(  ).6;0( −  
г) разложение квадратного трехчлена 
 
● Решите уравнение  1123 22 =+− yxyx  в целых 
числах. 
Решение. Решим уравнение 023 22 =+− yxyx  
относительно неизвестной  х:  yx =1  и .22 yx =  
Тогда получаем .11)2)(( =−− yxyx  Так как  

),1(11)11(111111111 −⋅−=−⋅−=⋅=⋅=  то рас-
смотрим четыре системы 

1) 
⎩
⎨
⎧

=−
=−

112
1

yx
yx

  2) 
⎩
⎨
⎧

=−
=−

12
11

yx
yx

 

3) 
⎩
⎨
⎧

−=−
−=−

112
1

yx
yx

  4) 
⎩
⎨
⎧

−=−
−=−

12
11

yx
yx

 

Из каждой системы получаем решения. 
Ответ:  );10;21(  );10;9( −−  );10;21( −−  ).10;9(  
 
д) использование параметра     
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● Решите уравнение  2922 2 =++− yxxyx  в 
целых числах. 
Решение. Перепишем уравнение в виде 

aayyxx =+−+−− 2)92(2 2   и разложим левую 
часть уравнения на множители как квадратный 
трехчлен относительно  х. Находим дискрими-
нант  .897444 2 ayyD −+−=  Очевидно, если  

,121897 =− a  то дискриминант будет полным 
квадратом. При этом  3−=a   и  

.
4

)112(92 −±−
=

yyx  Отсюда  5,01 =x  и  

52 −= yx .  Уравнение принимает вид 
.3)5)(12( −=+−− yxx  Рассмотрите самостоя-

тельно решение последнего уравнения. 
Ответ:  );9;1(  );3;1(−  );8;2(  ).2;0(                    
 
 
2. Метод решения относительно одной пере-
менной 
 
а) выделение целой части 
 
● Найдите все пары целых чисел  х  и   у, удов-
летворяющие уравнению   

07117143 =+++ yxxy . (МГУ, 1997) 
Решение. Выразим из данного уравнения  у  че-
рез  х:  

.
173
7114

+
+

−=
x
xy  

При этом следует отметить, что величина 
0173 ≠+x  (так как  х – целое число). 

Выделим из дроби в правой части этого равен-
ства правильную алгебраическую дробь (у кото-
рой степень числителя меньше степени знамена-
теля): 

.
173
324

173
32)173(4

+
+

−−=
+

+++
−=

x
x

x
xxy  

Умножим обе части последнего равенства на 3: 

173
25212

173
96123

+
+−−=

+
+

−−=
xx

xy  

или  .
173

25143
+

=+
x

y  

Поскольку числа  3у  и 14 – целые, то 173 +x  
должно быть делителем числа 25: 

25;5;1173 ±±±=+x  - всего 6 возможностей. 
Отсюда для  х  получаем три возможных значе-
ния: –4, –6, –14 ( в остальных трех случаях  х не 
является целым). Соответствующие значения  у  
равны  –3, –13, –5.  

Ответ:  );3;4( −−  );13;6( −−  ).5;14( −−  
Замечание. В решении был использован прием 
домножения обеих частей равенства  на коэф-
фициент при  х  в знаменателе. Этот прием дом-
ножения также удобно использовать при реше-
нии уравнений методом разложения на множи-
тели.  
 
б) использование дискриминанта (неотрица-
тельность) 
 
● Решите уравнение  yxyxyx 8)(3 22 +=++  в 
целых числах. 
Решение. Рассмотрим уравнение, как квадратное 
относительно  х:  .083)13(3 22 =−+−+ yyxyx  
Найдем дискриминант уравнения 

.19027 2 ++−= yyD  Данное уравнение имеет 
корни,  если  ,0≥D  т.е.  .019027 2 ≥++− yy   
Так как ,Zy∈  то  получаем 30 ≤≤ y . Переби-
рая эти значения, получим, что исходное урав-
нение в целых числах имеет решения )0;0(  и 

).1;1(  
Ответ:  );0;0(  ).1;1(  
 
в) использование  дискриминанта (полный 
квадрат) 
● Решите уравнение  yxyxyx +=+− 22  в це-
лых числах. 
Решение. Рассмотрим уравнение, как квадратное 
относительно  х:   .0)1( 22 =−++− yyxyx   
Его дискриминант  22 163 tyyD =++−=  должен 
быть квадратом некоторого целого числа  t. 
Получаем новое уравнение ;0163 22 =+−− tyy  

.4)1(3 22 =+− ty  Из последнего уравнения сле-
дует, что  ,42 ≤t  т.е. .2≤t  

1) Если  ,02 =t  то уравнение  4)1(3 2 =−y  не 
имеет целого решения  у. 
2) Если  ,12 =t  то уравнение  3)1(3 2 =−y  имеет 
целые решения  21 =y  и  02 =y . При 2=y  по-
лучаем квадратное уравнение  0232 =+− xx  с 
корнями  1=x  или  2=x . При 0=y  получаем 
квадратное уравнение  02 =− xx  с корнями  

0=x  или  1=x . 
3) Если  ,42 =t  то уравнение  0)1(3 2 =−y  имеет 
одно целое решение  1=y .  При 1=y  получаем 
квадратное уравнение  022 =− xx  с корнями  

0=x  или  2=x . 
Ответ:  );2;1(  );2;2(  );0;0(  ),0;1(  );1;0(  )1;2(  
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3. Метод оценки 
 
а) использование известных неравенств 
 
● Решите в натуральных числах уравнение   

2
111

=+
yx

. 

Решение.  Пусть для определенности   .yx ≤  
Проведем перебор для первых значений неиз-
вестной  х.  
1)  Если ,1=x  то получаем неверное равенство 

,
2
111 =+

y
 так как 111 >+

y
 при любых нату-

ральных  у.  
2)  Если ,2=x  то получаем неверное равенство 

,
2
11

2
1

=+
y

 так как 
2
11

2
1

>+
y

 при любых нату-

ральных  у.  

3)  Если ,3=x  то получаем  ,
2
11

3
1

=+
y

 ,
6
11

=
y

 

.6=y  

4)  Если ,4=x  то получаем  ,
2
11

4
1

=+
y

 ,
4
11

=
y

 

.4=y  

5)  Если ,5=x  то получаем  ,
2
11

5
1

=+
y

 ,
10
31

=
y

 

.
3

10 Ny ∉=  

Пусть .6≥x  По условию ,xy ≥  следовательно,  
.6≥y  Тогда  

,
6
11

≤
x

 ,
6
11

≤
y

 а значит, .
2
1

3
111
<≤+

yx
 Таким 

образом, при 6≥x  и  xy ≥  исходное уравнение 
решений не имеет. 

Заметим, что в уравнении 
2
111

=+
yx

 неизвест-

ные  х  и   у  равноправны, поэтому снимая усло-
вие  xy ≥ , имеем еще одно решение ).3;6(  
Кроме того, можно сделать вывод, что при 6≥x  
и  6≥y  исходное уравнение не имеет решений. 
Ответ:  );4;4(  );3;6( ).6;3(  
● Решите в целых числах уравнение  

.3=++
y
zx

x
yz

z
xy  (ММО, 1963, 8 класс) 

Решение. Можно вначале найти решения только 
в натуральных числах, так как если );;( 000 zyx  - 

решение, то, изменив знак у любых двух чисел 
этой тройки, снова получим решение. Данное 
уравнение умножим на xyz2   и воспользуемся 
неравенством  ;222 abba ≥+  

=++= 222222 2226 zyzxyxxyz  
≥+++++= )()()( 222222222222 zyzxzyyxzxyx  

),(2222 222 zyxxyzxyzxzyyzx ++=++≥  откуда 
.3≤++ zyx  Но х,  у,   z – натуральные, поэтому 

1=== zyx  единственное решение в натураль-
ных числах. Остальные решения исходного 
уравнения таковы: );1;1;1( −−  );1;1;1( −−  

).1;1;1( −−   
Ответ:  );1;1;1(  );1;1;1( −−  );1;1;1( −−  ).1;1;1( −−   
 
 
б) приведение к сумме неотрицательных вы-
ражений 
 
● Решите в целых числах  уравнение  

.22 yxyxyx +−=+  (ММО, 1941, 9-10 классы)   
Решение. Приведем уравнение к виду  

.2)()1()1( 222 =−+−+− yxyx  Так как  
,2)1( 2 ≤−x  то имеем 0)1( 2 =−x  или .1)1( 2 =−x  

Отсюда получаем три значения  х:  1, 0, 2. Под-
ставляя эти значения в исходное уравнение, 
найдем значения  у. 
Ответ: ).2;2();2;1();1;2();1;0();0;1();0;0(   
 
4. Метод остатков 
 
● Решите в целых числах  уравнение  

.273 nm =+    
Решение. 1) Если  ,0<m  то уравнение не имеет 
решений в целых числах. Действительно, 

130 << m , тогда правая часть уравнения  
723 −= nm  является целым числом при   0≥n  

(что невозможно) или правая часть уравнения 
mn 327 −=   меньше 7 при .0<n  

2) Пусть ,0=m  тогда из уравнения 82 =n  по-
лучаем .3=n  
3) Теперь считаем, что .0>m Так как уравнение 
содержит степень с основанием 3, то имеет 
смысл рассмотреть остатки при делении на 3. 
Левая часть исходного уравнения при делении 
на 3 имеет остаток 1. Когда правая часть n2  
имеет остаток 1? Легко показать, что при четном 

kn 2=  выражение 
1313...33)13(42 12 +=++++=+== − tkkkkk  

имеет остаток 1. При нечетном 12 += kn  выра-
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жение 26)13(2422 12 +=+=⋅=+ ttkk  имеет ос-
таток 2. 
Итак, kn 2= . Тогда уравнение запишем в виде 

.74723 2 −=−= kkm  Правая часть последнего 
уравнения имеет остаток 1 при делении на 4 
(число  –7 попадает в множество-класс остатков, 
содержащее 1). Когда левая часть n3  имеет ос-
таток 1? Легко показать, что при четном pm 2=  
выражение 

1818...88)18(93 12 +=++++=+== − skkppp  
имеет остаток 1. При нечетном 12 += pm  вы-
ражение 324)18(3933 12 +=+=⋅=+ sspp  имеет 
остаток 3. 
Итак, pm 2= . Тогда уравнение запишем в виде 

732 22 =− pk   или  7)32)(32( =+− pkpk . Так 
как  pkpk 3232 −>+   и ,032 >+ pk  то имеем 
единственный случай  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−

=+

.132
732

pk

pk

 Отсюда получаем  1,2 == pk  и 

4,2 == nm . 
Ответ: 4,2 == nm  или 3,0 == nm  
 
5. Метод «спуска» 
 
а) конечного «спуска» 
 
● Решите уравнение  752 22 =− yx  в целых 
числах. 
Решение. Так как 22x  - четное число, а 7 - не-
четное, то 25y  должно быть нечетным, т.е.  у – 
нечетное. Пусть Zzzy ∈+= ,12 , тогда данное 
уравнение можно переписать в виде 

.61010 22 =−− zzx   
Отсюда видно, что  х  должно быть четным. 
Пусть ,2mx =  тогда последнее уравнение при-
мет вид  ,3)1(52 2 =+− zzm  что невозможно, так 
как число  )1( +zz - четно, а разность двух чет-
ных чисел не может быть равна нечетному чис-
лу. Таким образом, данное уравнение не имеет 
решений в целых числах. 
Ответ: нет решений. 
 
б) бесконечного «спуска» 
 
● Решите в целых числах  уравнение  

.52 222 zyx =−    
Решение.  Запишем уравнение в виде 

.52 222 yzx =−  Отсюда следует, что левая часть 

последнего уравнения кратна 5.  Рассмотрим ос-
татки  при делении выражения 222 zx −  на 5.  
 
х 0 1 2 3 4 

2x  0 1 4 4 1 
22x  0 2 3 3 2 

 
Из таблицы видно, что для разрешимости в це-
лых числах исходного уравнения  числа  x  и  z  
должны быть кратны 5.  
Предположим, что ,5 1xx =  ,5 1zz =  тогда ис-
ходное уравнение (после сокращения на 5) при-
мет вид  .510 2

1
22

1 zyx =−  Отсюда следует, что 
значения   у  кратны 5, т.е.  .5 1yy =  Последнее 
уравнение (после сокращения на 5) примет тот 
же вид  ,52 2

1
2

1
2

1 zyx =−  что и исходное урав-
нение. 
Из приведенных рассуждений следует, что чис-
ла  x,   y  и   z  должны быть кратными 5, далее 

числа  111 ,, zyx , т.е.  ,
5
x  ,

5
y  

5
z  также кратны 5. 

Итак, оказалось, что числа, удовлетворяющие 
исходному уравнению,  должны делиться на 5, и 
сколько бы раз не делили эти числа, будем по-
лучать новые числа, которые также делятся на 5 
и удовлетворяют уравнению. Единственное чис-
ло, обладающее этим свойством, есть нуль. Сле-
довательно, уравнение 222 52 zyx =−  имеет 
единственное решение в целых числах ).0;0;0(  
Ответ: ).0;0;0(  
 
6. Метод от противного 
 
● Решите в целых числах уравнение  

x2 + y2 + z2 = 2xyz.  (*)
Решение. Одно решение очевидно: .0=== zyx  
Покажем, что других решений в целых числах 
уравнение не имеет. Будем доказывать от про-
тивного. Пусть  x, y, z - ненулевое решение ис-
ходного уравнения. Так как x2 + y2 + z2 - четное 
число, то, по крайней мере, одно из чисел  x, y, z 
- четное. Используя симметрию уравнения (*), 
предположим, что  x = 2x1 - четное число. Тогда 

,44 1
222

1 yzxzyx =++  а значит,  22 zy +  кратно 4.  
Это может быть лишь в том случае, когда  y  и  z 
- четные. Действительно, если одно из этих чи-
сел четное, а другое нечетное, то число y2 + z2 - 
нечетное и 4 не делит y2 + z2. Если же оба эти 
числа (z  и  y) нечетные, то выражение 

y2 + z2 = (2u + 1)2 + (2v + 1)2 =  
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= 4(u2 + v2 + u + v) + 2  
при делении на 4 имеет остаток 2.  
Подставив  x = 2x1,   y = 2y1,   z = 2z1  в исходное 
уравнение, получим  

x1
2 + y1

2 + z1
2 = 22x1y1z1.  

Повторением приведенных выше рассуждений 
доказывается, что  2|x1,   2|y1,   2|z1  (т.е. 1x  крат-
но 2,  1y  кратно 2, 1z  кратно 2), следовательно, 
и  22|x,   22|y,   22|z. Рассуждая аналогично, полу-
чим, что для любого n ∈ N  2n|x,   2n|y,   2n|z Про-
тиворечие. Следовательно, уравнение (*) имеет 
единственное решение (0,0,0).  
Ответ: (0; 0; 0). 
Замечание. При решении данного примера в 
сочетании с методом от противного использо-
вался метод бесконечного «спуска». 
 
 
7. Параметризация уравнения 
 
● Решите уравнение   2333 =++ zyx   в целых 
числах.  
Решение. Положим  ,bax +=   .bay −=   Так 
как  ,62 2333 abayx +=+  то исходное уравнение 
принимает вид  .262 323 =++ zaba  
Положив  ,1=a  получим  .6 23 bz −=   Считаем 
теперь  .6 3tb =   Отсюда ,61 3tx +=  ,61 3ty −=  

.6 2tz −=  Таким образом, получено бесконечное 
множество решений исходного уравнения, соот-
ветствующих целочисленным значениям пара-
метра  t .    
Ответ:  ,61 3tx +=  ,61 3ty −=  ,6 2tz −=    где 

.Zt∈  
 
8. Функционально-графический метод 
 
● (2010) Найдите все пары натуральных  k  и  n  
таких, что  nk <   и  ( ) ( ) .nk kn =     
Решение.  1) Преобразуем исходное равенство: 

( ) ( )nk kn =  ⇔  knnk lnln =  ⇔  
k
k

n
n lnln
=  ⇔  

⇔  ),()( kfnf =  где ,ln)(
x
xxf =   .0>x  

2) ,ln1)( 2x
xxf −

=′  поэтому  0)( ≤′ xf  при ex ≥  

и 0)( ≥′ xf  при .0 ex ≤<  Значит, функция )(xf  
возрастает на ( ]e;0  и убывает на [ ).; ∞+e  Так как  

nk < , равенство )()( kfnf =  может выполнять-
ся только при условии ,nek <<  откуда следует 

1=k или ,2=k  причем для каждого  k  может 
найтись не более одного значения  n, удовлетво-
ряющего уравнению в паре с этим значением  k. 

 
3) В случае 1=k  из данного уравнения получа-
ем  ,1=n  что не соответствует условию nk < . 
4) В случае 2=k  получаем уравнение ,22 nn =  
решение которого легко находится подбором: 

,4=n  причем в силу вышесказанного это един-
ственное решение en > . 
Ответ: .4,2 == nk  
 
 
НЕРАВЕНСТВА 
 
 
1. Метод математической индукции 
 
● Найдите все целые решения неравенства  

).3(log1 6 +<− xx  (МГУ, 1972) 
Решение. Допустимые значения  х  определяют-
ся из условия  ,03 >+x  ,Zx∈  т.е. 

...,1,0,1,2 −−=x   Начнем последовательно про-
верять: 
1) .2−=x  Получаем  01log3 6 =<−  (верно). 
2) .1−=x  Получаем  2log02 6<<−  (верно). 
3) .0=x  Получаем  3log01 6<<−  (верно). 
4) .1=x  Получаем  4log0 6<  (верно). 
Для остальных целых  х  неравенство не  выпол-
няется. Докажем  по индукции неравенство 

),3(log1 6 +>− nn  ,2≥n  .Nn∈  
База индукции: 2=n  и 5log6log1 66 >=  (вер-
но). 
Индуктивный переход: для любого целого 

,2≥= kn  если выполнено  
),3(log1 6 +>− kk    (*) 

то и выполнено для  1+= kn  
).4(log1)1( 6 +>=−+ kkk  
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Прибавим к неравенству  (*)  по 1 и проверим, 
что справедливо неравенство  

).4(log1)3(log 66 +>++ kk  
В самом деле,   

),4(log)186(log1)3(log 666 +>+=++ kkk  
поскольку  ,4186 +>+ kk  ,0145 >+k  что верно 
для любого .2≥k  Индуктивный переход обос-
нован. 
Ответ:  .1,0,1,2 −−  
 
 
2. Использование области определения 
 
● Найдите все целые числа  х, удовлетворяющие 
неравенству  

.4733 )23(log)413(log
2
5

2
3

<− −− xx
 (МГУ, 1973) 

Решение. Допустимые значения  х определяют-
ся системой неравенств 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∈
>−
>−

Zx
x

x
023
0413

 ⇔  

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

∈

>

<

Zx

x

x

3
2
4

13

  ⇔  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈

<<

Zx

x
4

13
3
2

 ⇔   

⇔  .3;2;1=x  
Подставляем последовательно найденные зна-
чения  х  в неравенство, предварительно его уп-
ростив. 

.)413(347 2
5

)23(log2 xx −>+ −  

1)  .1=x  Тогда 2
5

1log 9347 2 >+  ⇔  24348 >  (не-
верно). 

2)  .2=x  Тогда 2
5

4log 5347 2 >+  ⇔  2
5

556 >   ⇔   
⇔  52 556 >  ⇔  31253136 >   (верно). 

3)  .3=x  Тогда 2
5

27log 156347347 2 >=+>+  ⇔  
⇔  156 >   (верно). 
Ответ: 2; 3. 
 
3. Использование монотонности 
 
● Найдите все целые  z, удовлетворяющие нера-
венству  

.61 86 zz −<+  (МГУ, 1976) 
Решение. Допустимые значения  z  определяют-
ся из системы 

⎩
⎨
⎧

≥−
≥+

06
01

z
z

 ⇔  61 ≤≤− z . 

Заметим, что левая часть неравенства увеличи-
вается с ростом  z, а правая – уменьшается. Это 
обстоятельство позволяет упростить перебор. 
1) При 1−=z  имеем  8 70 <  (верно). 
2) При 0=z  имеем  8 61<  (верно). 
3) При 1=z  имеем  86 52 <  ⇔  248246 )5()2( <  
⇔  1255162 34 =<=  (верно). 
4) При 2=z  имеем  ,43 86 >  так как 

.644813 34 =>=  
В силу сделанного выше замечания, необходи-
мости в проверке значений 6,5,4,3=z  нет. Эти 
числа решениями не являются. 
Ответ:  .1,0,1−  
 
 
4. Использование ограниченности 
 
● Найдите все целочисленные решения неравен-
ства  

.6353 xxx −≤−−  (МГУ, 1996) 
Решение. Целые решения будем искать из двух 
ограничений  системы 

⎩
⎨
⎧

≥−
≥−−

06
0353

x
xx

 ⇔  
⎩
⎨
⎧

≤
≥−

6
3)5( 2

x
xx

 

Первое неравенство выполняется при 
.6,5,4,3=x  Но из этих значений исходному не-

равенству удовлетворяет только .3=x  
При 2,1,0=x  первое неравенство не выполняет-
ся.  
При 1−=x  выполняется как первое неравенст-
во, так и исходное неравенство. 
При 2−=x  первое неравенство не выполняется.  
При остальных значениях ...,4,3 −−=x  первое 
неравенство не разрешимо, так как левая часть 
неравенства 3)5( 2 ≥−xx  будет отрицательной. 
Ответ:  .3;1−  
 
5. Метод интервалов 
 
● Определите, сколько целочисленных решений 
имеет неравенство   

0)152)(52)(22)(2( 2222 <−−−− nnnn   
(МГУ, 1972) 
Решение. Методом интервалов по 2n  определя-
ем решения  222 2 << n  или .15252 2 << n   
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Дальше подбором находим 4;3,2 ±±±=n  или 

.12;11;10;9,8 ±±±±±=n  
Ответ:  16 решений. 
 
 
6. Функционально-графический метод 
 
● Найдите все пары натуральных чисел ),;( ut  
удовлетворяющие одновременно двум неравен-
ствам  

⎩
⎨
⎧

+≥
−<+

1474
222472 2

tu
uut

 (МГУ, 1997) 

Решение. Разрешим оба неравенства относи-
тельно  t: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−≤

−+−<

2
7
4

2
47112

ut

uut
 

Для решения задачи необходимо найти все точ-
ки плоскости  uOt, обе координаты которых на-
туральные числа, расположенные под прямой (и 

возможно на ней)  2
7
4

−= ut  и под параболой 

2
47112 −+−< uut . 

 
 

Если  ,5≤u  то ,1
7
62

7
202

7
4

<=−≤−≤ ut  т.е. 

нужных нам точек ),;( ut  при 5≤u  нет. 
Если ,8=u  то из первого неравенства системы 

получаем, что .
2
1

2
4781164 =−⋅+−<t  

Если же ,9≥u  то  первое неравенство дает ,0<t  
поэтому точек ),;( ut  при 9≥u  тоже нет. 
Если ,6=u  то система принимает вид 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=−⋅≤

=−+−<

7
3126

7
4

2
16

2
476636

t

t
 

Значит, .1=t  
Если ,7=u  то система принимает вид 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=−⋅≤

=−+−<

,227
7
4

2
14

2
477749

t

t
 

т.е.  1=t  или .2=t  
Ответ: ).7;2();7;1();6;1(  
 
 

УРАВНЕНИЯ И НЕРАВЕНСТВА 
 

1.  Уравнение с одной неизвестной 
 
1.1. Найдите все такие целые  а  и  b, для кото-
рых один из корней уравнения  

0123 23 =+++ bxaxx  
равен  31+ . 
Ответ: .6,12 =−= ba  
1.2.  Найдите рациональные  p  и  q, если один из 
корней уравнения 02 =++ qpxx  равен  .31+  
Ответ: .2−== qp  
1.3.  Может ли квадратное уравнение  

02 =++ cbxax  с целыми коэффициентами 
иметь дискриминант, равный 23? 
Ответ: не может. 
1.4.  (2010) Каждый из двух различных корней 
квадратного трехчлена  

145)103()( 2 −+++= bxaxxf  и его значение 
при 1=x  являются простыми числами. Найдите  
а,  b  и корни трехчлена  ).(xf  
Ответ: ,4,5 =−= ba  ,21 =x  .32 =x  
1.5.  (2010)  Квадратный трехчлен  

qpxxxf ++= 2)(  имеет два различных целых 
корня. Один из корней трехчлена и его значение 
в точке 11=x  являются простыми числами. 
Найдите корни трехчлена. 
Ответ:  .13;12  
1.6.  (2010)  Найдите все такие целые  а  и  b, что 
корни уравнения    053)92(2 =++++ bxax  яв-
ляются различными целыми числами, а коэффи-
циенты  92 +a  и 53 +b  - простыми числами. 
Ответ:  .1;3 −=−= ba  
 

2.  Уравнения первой степени с двумя  
неизвестными 

 
2.1.  Решите уравнение  143 =− yx  в целых чис-
лах. 
Ответ: ,34 += nx  ,23 += ny   .Zn∈  
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2.2.  (2010) Найдите все целые решения уравне-
ния  ,17179113 =+ yx  удовлетворяющие нера-
венствам  .0100,0 >+> yx    
Ответ:  .22;35 −== yx  
 

3.  Уравнения второй степени с двумя  
неизвестными 

 
3.1.  Найдите все целочисленные решения урав-
нения .08832414 22 =+++− yyxx (МГУ, 2007) 
Ответ:  );4;12( −  );4;2( −  );2;10( −  );2;4( −  

);6;10( −  ).6;4( −                   
3.2.  Решите уравнение  xyxy =− 2  в целых 
числах. 
Ответ:  );0;0(  ).2;4(                    
3.3.  Найдите все пары целых чисел  х  и   у, 
удовлетворяющие уравнению  

03513103 =++−− yxxy . (МФТИ, 2004) 
Ответ:  );5;6( −  );5;4(  ).3;4( −−  
3.4.  Решите в целых числах уравнение  

.0222855 22 =+−+++ xyxyyx  
Ответ:  ).1;1( −   
3.5.  Решите уравнение  100136 22 =+− yxyx  в 
целых числах. 
Ответ:  );0;10(  );0;10(−  );3;1(  );3;17(  );4;18(  

);4;6(  );3;1( −−  );3;17( −−  );4;6( −−  );5;15(  
).5;15( −−  

3.6.  Уравнение  yxxy 22 2 +=   решите в нату-
ральных числах. 
Ответ: .2== yx   
3.7.  Найдите все пары целых чисел, сумма ко-
торых равна их произведению. 
Ответ: ;0,0 == yx  .2,2 == yx  
3.8.  Решите уравнение  2=−+ yxxy  в целых 
числах. 
Ответ: ;0,2 == yx  .2,0 −== yx  
3.9.  Решите в целых числах  уравнение  

.22 yxyxyx +−=+  (ММО, 1941, 9-10 классы)   
Ответ: ).2;2();2;1();1;2();1;0();0;1();0;0(  
3.10.  Решите в натуральных числах  систему 
уравнений 

  
⎩
⎨
⎧

=+
=++

19
14

yzx
zyx

 

Ответ: ).3;4;7();4;3;7();2;7;5();7;2;5(  
3.11.  Найдите все целые решения уравнения:  

.01222 =+−+− yxxyx  (Московская математи-
ческая регата, 2005/2006, 11 класс)   
Ответ: 1;0 == yx  или .0;1 =−= yx  

3.12.  (2010) Решите в целых числах уравнение  
.2922 2 =++− yxxyx  

Ответ:  ).3;1(),2;0(),8;2(),9;1( −  
3.13.  (2010) Найдите все целые решения урав-
нения  .13743 22 =−+ yxyx  
Ответ:  1;2 == yx   или  1;2 −=−= yx . 
3.14.  При каких натуральных числах  а  сущест-
вуют такие натуральные числа  х  и   у, что 

?22 axyyx =+  (ММО, 1964, 7 класс) 
Ответ:  .2=a    
3.15.  Найдите все пары целых чисел  );( yx , 
удовлетворяющих уравнению  .13222 ++= yyx  
(ММО, 1983, 7 класс) 
Ответ:  ).3;4();1;4();3;4();1;4( −−−−    
3.16.  Решите в целых положительных числах 
уравнение  .84722 22 =++−− yxyxyx  
Ответ: ).0;6();20;13(  
 

4.  Уравнения высшей степени 
 
4.1.  Уравнение  093 333 =−− zyx   решите в це-
лых числах. 
Ответ: .0=== zyx   
4.2.  Решите в целых числах  уравнение  

.024 333 =−− zyx    
Ответ: ).0;0;0(  
4.3.  Решите уравнение  013743 22 =−−+ yxyx  
в целых числах. 
Ответ:  );1;2(  ).1;2( −−                    
4.4.  Решите уравнение  

01262 2222 =−−+ xyyx  в целых числах. 
Ответ:  );2;2(−  );2;2(−  );2;2( −  ).2;2(  
4.5.  Уравнение  33 91 yx =+  решите в целых 
числах. 
Ответ: ).3;4(),4;3(),5;6(),6;5( −−−−  
4.6.  Какие целые положительные числа могут 
удовлетворять уравнению ?xyzzyx =++  
Ответ: ),2;3;1(),3;2;1(  ),1;3;2(),3;1;2(  

).1;2;3(),2;1;3(  
4.7.  Решите в целых числах уравнение  

.19848419 23 =− yx  
Ответ: нет решений. 
4.8.  (2010) Найдите все решения в натуральных 
числах  yyx 243)1( 2 =+ .  
Ответ:  8;24 == yx   или  2;54 == yx . 
4.9.  (2010)  Решите в целых числах уравнение   

.1052 mnnm +=⋅  
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Ответ:  9;11250 −=−= nm   или  
3;37500 −=−= nm  или  0;0 == nm   или  

3;37500 == nm   или  9;11250 == nm . 
4.10.  (2010) Найдите все натуральные числа  х  
и   у, для которых выполняется равенство  

.1 2234 yxxxx =++++  
Ответ:  .11;3 == yx  
4.11.  (2010) Решите в целых числах уравнение  

.12 24 =− nm  (ММО, 2002, 9 класс) 
Ответ:  .0;1 =±= nm  
4.12.  (2010) Существуют ли рациональные чис-
ла  x,    y,   u,    v,  которые удовлетворяют урав-

нению  ( ) ( ) ?25722
66

+=+++ vuyx  
Ответ: таких чисел нет. 
4.13.  Существуют ли рациональные числа  a,    
b,   c,    d,  которые удовлетворяют уравнению  

( ) ( ) 24522
22

+=+++
nn

dcba  (где n – нату-
ральное число)? (ММО, 1972, 9 класс) 
Ответ: таких чисел нет. 
4.14.  (2010) Найдите наименьшее и наибольшее 
натуральные значения  n, при которых уравне-
ние   

nn yxyx =+ 201022 )(   
имеет натуральные решения. 
Ответ: 2011; 3015. 
4.15.  (2010) Найдите наименьшее и наибольшее 
натуральные значения  n, при которых уравне-
ние   

)ln()ln(2012 22

xy
n

yx
=

+   

имеет натуральные решения. 
Ответ:  2013;  3018. 
4.16.  Решите в целых положительных числах 
уравнение .)2()1( 222 yyy xxx +=++  (ММО, 
1958, 10 класс) 
Ответ:  .1;3 == yx  
4.17.  Найдите все целые числа  х  и  у, удовле-
творяющие равенству 

.0657182969 222222 =+−+−++−+ yxxyyxyxxyyx
 (МГУ, 1989) 
Ответ:  ).1;2(),3;0(),0;2(),2;0( −−  
4.18.  Найдите все целые числа  х  и  у, удовле-
творяющие равенству 

−+++− 222222 528815 yxxyyxyx  
.01624838 =+−+− yxxy  (МГУ, 1989) 

Ответ:  ).4;0(),0;4(),2;2( −−  
4.19.  Найдите все тройки целых чисел  );;( zyx , 
для каждой из которых выполняется соотноше-

ние  .33326)3(3 22222 =+++− zyzyx  (МГУ, 
1979) 
Ответ:  ).0;1;0(),0;1;0(),0;1;6(),0;1;6( −−  
4.20.  Найдите все тройки целых чисел  );;( zyx , 
для каждой из которых выполняется соотноше-
ние  .30235 222 =−++ yzzyx  (МГУ, 1979) 
Ответ:  ).0;5;1(),0;5;1(),0;5;1(),0;5;1( −−−−  
 

5.  Дробно-рациональные уравнения 
 

5.1.  Решите в натуральных числах уравнение  

.1111
=++

zyx
 

Ответ: );3;3;3(  );4;4;2(  );4;2;4(  );2;4;4(  
);6;3;2(  );3;6;2(  );6;2;3(  );2;6;3(  );3;2;6(  
).2;3;6(  

5.2.  Решите в натуральных числах уравнение   

2
111

=+
yx

. 

Ответ:  );4;4(  );3;6( ).6;3(  
5.3.  (2010) Найдите все пары натуральных чи-
сел разной четности, удовлетворяющие уравне-
нию 

12
111

=+
nm

. 

Ответ:  );156;13(  );60;15( ),28;21(  );13;156(  
);15;60( ).21;28(  

5.4.  (2010) Решите в натуральных числах урав-
нение 

,
25
111

=+
nm

  

где   .nm >  
Ответ:  30;150 == nm  или  .26;650 == nm  
 

6.  Иррациональные уравнения 
 

6.1.  Найдите все целые решения уравнения  
.2002−=+ yxx (Московская математиче-

ская регата, 2002/2003, 11 класс) 
Ответ: .2002;0 == yx  
6.2.  Решите в целых числах уравнение  

.98=+ yx  
Ответ: );98;0(  );72;2( );50;8( );32;18(  

);18;32( );8;50( );2;72(  ).0;98(  
 
 

7.  Показательные уравнения 
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7.1.  (2010) Найдите все пары натуральных чи-
сел  m   и   n, являющиеся решениями уравнения  

.132 =− nm   
Ответ: 2=m , .1=n  
7.2.  (2010) Найдите все пары натуральных чи-
сел  m   и   n, являющиеся решениями уравнения  

.123 =− mn   
Ответ: 3=m , 2=n  или .1== nm  
7.3.  (2010) Решите в натуральных числах урав-
нение  .152 2yx =−  
Ответ:  ).7;6();1;4(  
7.4.  Решите в целых числах  уравнение  

.12 2yx =−    
Ответ: ).0;0();1;1();1;1( −  
7.5.  (2010) Решите в целых числах уравнение  

.83 2xn =+  
Ответ:  3;0 == xn   или  3;0 −== xn . 
7.6.  (2010) Решите в целых числах уравнение  

.221 212 nkk =++ +  
Ответ:  2;0 ±== nk   или  23;4 ±== nk . 
7.7.  (2010) Решите уравнение  knm 543 =+   в 
натуральных числах. (ММО, 1998, 11 класс) 
Ответ:  2=== knm .   
 

 
 

8. Уравнения смешанного типа 
 

8.1.  (2010) Найдите все пары натуральных  k  и  

n  таких, что  nk <   и  .11 nk

kn
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛   

Ответ: .4,2 == nk  
8.2.  Найдите все целые корни уравнения 

( ) .180016093
8

cos 2 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++− xxxπ  (МГУ, 1979) 

Ответ: ,311 −=x  .72 −=x  
8.3.  Найдите все целые корни уравнения 

( ) .1408093
10

cos 2 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+− xxxπ  (МГУ, 1979) 

Ответ: ,13−  .59−  
 
9.  Уравнения, содержащие знак факториала 

 
9.1.  (2010) Решите в натуральных числах урав-
нение  ,135! 2knn =++  где  nn ⋅⋅⋅⋅= ...321!  - 
произведение всех натуральных чисел от 1 до  n. 
Ответ:  .5;2 == kn    
9.2.  Уравнение  )!(!! yxyx +=+  решите в целых 
числах. 

Ответ:  .1,1 == yx  
9.3.  Найдите все натуральные значения  n, для 
которых выполняется равенство:   !.3 nnn =−  
(Московская математическая регата, 2003/2004, 
11 класс)   
Ответ:  .5=n  
 

10. Уравнения с простыми числами 
 
10.1.  Уравнение 12 22 =− yx  решите в простых 
числах. 
Ответ: .2,3 == yx  
10.2.  Решите в простых числах уравнение 

zx y =+1 . 
Ответ: .5,2,2 === zyx  
 

11. Неразрешимость уравнений 
 
11.1.  Докажите, что уравнение  910!! +=+ zyx  
не имеет решений в натуральных числах. 
11.2.  Докажите, что уравнение  

)1(4 2233 ++=+ xyyxyx  не имеет решений в 
целых числах. (ВМО, 1992, 9 класс) 
11.3.  Докажите, что выражение 

54322345 1241553 yxyyxyxyxx ++−−+   не рав-
но 33 ни при каких целых значениях  х  и   у. 
(ММО, 1946, 8-9 классы) 
11.4.  Доказать, что равенство 

xyzzyx 2222 =++  для целых чисел  x,    y,    z  
возможно только при  .0=== zyx  (ММО, 
1949, 7-8 классы) 
11.5.  Существуют ли целые числа  m  и  n, удов-
летворяющие уравнению ?2010 22 nm =+    
11.6.  Докажите, что уравнение  yx 312 =+  не 
имеет решений в целых числах. 
 

12. Текстовые задачи 
 

12.1.  (2010) Группу школьников нужно пере-
везти из летнего лагеря одним из двух способов: 
либо двумя автобусами типа  А  за несколько 
рейсов, либо тремя автобусами типа  В  за не-
сколько рейсов, причём в этом случае число 
рейсов каждого автобуса типа  В  будет на один 
меньше, чем рейсов каждого автобуса типа  А. В 
каждом из случаев автобусы заполняются пол-
ностью. Какое максимальное количество 
школьников можно перевезти при указанных 
условиях, если в автобус типа  В  входит на 7 
человек меньше, чем в автобус типа  А? 
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Ответ:  1980 детей перевозятся тремя автобу-
сами типа  В  (по 15 человек) за 44 рейса или 
двумя автобусами типа  А (по 22 человека) за 45 
рейсов. 
12.2.  (2010, 10 класс)  Шарики можно разло-
жить в пакетики, а пакетики упаковать в короб-
ки, по 3 пакетика в одну коробку. Можно эти же 
шарики разложить в пакетики так, что в каждом 
пакетике будет на 3 шарика больше, чем рань-
ше, но тогда в каждой коробке будет лежать по 
2 пакетика, а коробок потребуется на 2 больше. 
Какое наибольшее количество шариков может 
быть при таких условиях?  
Ответ:  840. 
12.3.  (2010, 10 класс)  Шарики можно разло-
жить в пакетики, а пакетики упаковать в короб-
ки, по 2 пакетика в одну коробку. Можно эти же 
шарики разложить в пакетики так, что в каждом 
пакетике будет на 5 шариков меньше, чем рань-
ше, но тогда в каждой коробке будет лежать по 
3 пакетика, а коробок потребуется на 2 меньше. 
Какое наибольшее количество шариков может 
быть при таких условиях? 
Ответ:  2112. 
12.4.  Целые числа  x,   y  и   z  образуют геомет-
рическую прогрессию, а числа   ,35 +x  2y  и 

53 +z  - арифметическую прогрессию (в указан-
ном порядке). Найдите  x,   y  и   z.  (МГУ, 2008) 
Ответ:  ).18;6;2(),18;6;2( −  
12.5.  (2010, 10 класс)  Натуральные числа  a,    
b,   c  образуют возрастающую арифметическую 
прогрессию, причем все они больше 1000 и яв-
ляются квадратами натуральных чисел. Найдите 
наименьшее возможное, при указанных услови-
ях, значение  b. 
Ответ:  2500. 
12.6.  (2010, 10 класс)  Натуральные числа  a,    
b,   c  образуют возрастающую арифметическую 
прогрессию, причем все они больше 500 и яв-
ляются квадратами натуральных чисел. Найдите 
наименьшее возможное, при указанных услови-
ях, значение  b. 
Ответ:  1369. 
12.7.  (2010)  Последние члены двух конечных 
арифметических прогрессий  Naaa ,...,8,5 21 ==  
и  Mbbb ,...,14,9 21 ==  совпадают, а сумма всех 
совпадающих (взятых по одному разу) членов 
этих прогрессий равна 815. Найдите число чле-
нов в каждой прогрессии. 
Ответ: 49 и 29. 
12.8.  (2010) Найдите все пары пятизначных чи-
сел  х,   у, такие, что число  ,xy  полученное при-

писыванием десятичной записи числа  у  после 
десятичной записи числа  х, делится на ху. 
Ответ: 16667=x ; .33334=y  
 

13.  Уравнения, содержащие функцию 
 «целая часть числа» ][x   

 
● Целой частью числа  х  называется наиболь-

шее целое число, не превосходящее  х. 
● Свойства целой части числа: 
1) Из равенства ny =][  следует, что 
    а)  n – целое число; 
    б) ,α+= ny  где  ;10 <≤ α  
    в)  .10 <−≤ ny  
2) Если  ],[][ vu =  то ,α+= mu  ,β+= mv  где 

10 <≤ α  и ,10 <≤ β  поэтому βα −=− vu  
и .11 <−<− vu  

3) Если ,][ xyx =+  то  х – целое число и 
.10 <≤ y  

4) Если  n – целое число, то ].[][ xnxn +=+  
 

13.1.  Решите уравнение  .
11

)1(16
7

198 +
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ + xx  

Ответ:  ;
16
11  ;

4
31  ;

16
72  ;

8
13  .

16
133  

13.2.  Решите уравнение  .
5

715
8
65 −

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ + xx  

Ответ:  ;
5
4  .

15
7  

13.3.  Решите уравнение  .10]10[ xxx =+  (МГУ, 
1996) 

Ответ:  ,
9
nxn =  .8....,,1,0=n  

13.4.  Решите уравнение  .3][3 =− xx  (ММО, 
1957, 9 класс) 

Ответ:  .43  
13.5.  (2010) Найдите все натуральные значения  

n, удовлетворяющие уравнению  
[ ] [ ],110042008110042008 22 +=+ nn   где  [x] – 
наибольшее целое число, не превосходящее  
х. 

Ответ:  .2008...,,3,2,1=n   
 
 

14. Неравенства  
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14.1. (2010) Найдите все пары );( yx  целых чи-
сел, удовлетворяющие системе неравенств:  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

++>−

−−<+

2711232
1662018

22

22

yxyx
yxyx

 

Ответ: ).8;12( −  
14.2. (2010) Найдите все пары );( yx  целых чи-
сел, удовлетворяющие системе неравенств:  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<+

<+−++

2
152

0167282422 22

yx

yxyx
 

Ответ: ),7;7(−  ).6;6(−  
14.3. Найдите все целые решения неравенства  

).3(log1 6 +<− xx  (МГУ, 1972) 
Ответ: 1;0;1;2 −−  
14.4.  Сколько различных целочисленных реше-
ний имеет неравенство  ?100<+ yx  (ММО, 
1948, 9-10 классы) 
Ответ: 19801. 
14.5.  Найдите все пары целых чисел );( yx , 
удовлетворяющих системе неравенств  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤+
≤−

−≤−

14
8
25

2

yx
yx

yx
 (МГУ, 2007) 

Ответ: ),20;5(−  ).21;5(−  
14.6.  Найдите все целочисленные решения сис-
темы 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<−+

+<−

21

122

xy

yxx
 (МГУ, 2006) 

Ответ: ),0;0(  ),0;2(  ).1;1(  
 

15. Задачи с параметрами 
 
15.1.  Найдите все значения параметра  а, при 
каждом из которых существует единственная 
пара целых чисел  х  и   у, удовлетворяющая ус-
ловиям  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<+

<
=−+−

032

721115

2

22

ayxa
yx

yxyx
 (МГУ, 1985) 

Ответ:  .
5

19
3

13
−≤<− a  

15.2.  Найдите все значения параметра  а, при 
каждом из которых существует единственная 
пара целых чисел  х  и   у, удовлетворяющая ус-
ловиям  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<−

>+
=++

034
0

710113

2

22

ayxa
yx

yxyx
 (МГУ, 1985) 

Ответ:  .
3
1

11
5

−≤<− a  

15.3.  Найдите все значения параметра  р, при 
каждом из которых число целочисленных реше-
ний неравенства  03)1(52 ≤+−+++ ppxxx  
максимально. (МГУ, 1992) 
Ответ:  { } ].25,3;5,3[5 −−∪−  
15.4.  Найдите все значения параметра  b, при 
каждом из которых число целочисленных реше-
ний неравенства  0332 ≤−+++ bbxxx  макси-
мально. (МГУ, 1992) 
Ответ:  { } ].5,2;25,2[4 ∪  
15.5.  Найдите все значения параметра  q, при 
каждом из которых число целочисленных реше-
ний неравенства  03)1(52 ≤−−+−− qqxxx  
максимально. (МГУ, 1992) 
Ответ:  { }.5]5,3;25,3[ ∪  
15.6.  (2010, 10 класс) Найдите все значения па-
раметра, при каждом из которых среди значений 

функции  2

2

6
2

x
axxy

+
+−

=  есть ровно одно целое 

число. 
Ответ: .111 << a  
15.7.  (2010, 10 класс) Найдите все значения па-
раметра, при каждом из которых среди значений 

функции  2

2

6
2

x
axxy

+
−+

=  есть ровно одно целое 

число. 
Ответ: .111 −<<− a  
15.8.  Найдите все значения параметра  а, при 
каждом из которых множество решений нера-
венства 035243646 22 <+−−++ axaxax   со-
держит хотя бы одно целое решение. (МГУ, 
2007) 
Ответ:  (2; 7). 
15.9.  Найдите все значения  а, при каждом из 
которых ровно пять различных наборов нату-
ральных чисел  );;( zyx  удовлетворяет системе 
условий  

  
⎩
⎨
⎧

>⋅+⋅+⋅
=−+−−
.
0932412 2

xyzxyaxzayza
yxyxx

 (МГУ, 1999) 

Ответ:  .
13
6;

11
5

⎥⎦
⎤

⎜
⎝
⎛  
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УКАЗАНИЯ И РЕШЕНИЯ 
 

1.  Уравнение с одной неизвестной 
 
1.1. Найдите все такие целые  а  и  b, для кото-
рых один из корней уравнения  

0123 23 =+++ bxaxx  
равен  31+ . 
Решение. Подставим в уравнение .31+=x  
Получим равенство 

.03)182()424( =+++++ baba  Равенство  
03 =+ BA , где  А  и  В – целые, выполняется, 

если .0=B   

Действительно, если ,0≠B  то ,3
B
A

−=  т.е.  

иррациональное число  3  оказалось равно ра-
циональному, что невозможно. Таким образом, 

,0=B  а следовательно, и .0=A  Решая систему  

⎩
⎨
⎧

=++
=++

,0182
0424

ba
ba

 

находим .6,12 =−= ba   
Ответ: .6,12 =−= ba  
1.3.  Может ли квадратное уравнение  

02 =++ cbxax  с целыми коэффициентами 
иметь дискриминант, равный 23? 
Первое решение. Рассмотрим уравнение  

.2342 =− acb  Так как 23 – нечетное число, а 
ac4  - четное, то  2b  и, следовательно,  b – не-

четное число, т.е.  ,12 −= kb   .Zk ∈  Тогда 
;234)12( 2 =−− ack  .22)(4 2 =−− ackk  Послед-

нее уравнение не имеет решений, так как 22 не 
делится на 4. 
Второе решение. Перепишем уравнение 

2342 =− acb  в виде 24252 −=− acb  и разло-
жим обе части уравнения на множители: 

).12(2)5)(5( −=+− acbb  (*) 
Так как в правой части уравнения – число чет-
ное, то и в левой – тоже четное, следовательно, 

5−b  и 5+b  одновременно четные (докажите), 
т.е. ,25 mb =−  .25 kb =−  Левая часть уравнения 
(*) делится на 4, а правая – нет, поэтому уравне-
ние 2342 =− acb  не имеет решений в целых 
числах. 
Третье решение. Перепишем уравнение 

2342 =− acb  в виде 2342 += acb  или 
.3)5(42 ++= acb  Получили, что квадрат нату-

рального числа при делении на 4 дает остаток 3, 
что невозможно (докажите). 
Ответ: не может. 

1.4.  (2010) Каждый из двух различных корней 
квадратного трехчлена  

145)103()( 2 −+++= bxaxxf  и его значение 
при 1=x  являются простыми числами. Найдите  
а,  b  и корни трехчлена  ).(xf  
Решение. Обозначим  ,103 pa =+  .145 qb =−  
Тогда значение трехчлена при 1=x   есть 

.1)1( qpf ++=  Пусть  1x  и 2x  - корни трехчле-
на, .21 xx <  Воспользовавшись формулами Виета  

,21 qxx =⋅   ,21 pxx −=+  запишем выражение 
)1(f  в виде  2121 )(1)1( xxxxf ++−=  и преобра-

зуем его, разложив правую часть на множители: 
).1)(1()1(1)1( 21121 −−=−+−= xxxxxf  

Так как  )1(f , 1x  и 2x  по условию являются 
простыми числами, то числа 11 −x  и 12 −x  - на-
туральные и меньшее из них должно быть равно 
1. Следовательно, ,111 =−x  откуда .21 =x  Тогда 

,1)1( 2 −= xf  т.е. 12 −x  и 2x  - два последова-
тельных простых числа, что возможно только 
если этими числами являются 2 и 3. Итак, 

,32 =x  поэтому ,5103 −=+= ap  .6145 =−= bq  
Из двух последних равенств находим 

.4,5 =−= ba  
Ответ: ,4,5 =−= ba  ,21 =x  .32 =x  
1.6.  (2010)  Найдите все такие целые  а  и  b, что 
корни уравнения    053)92(2 =++++ bxax  яв-
ляются различными целыми числами, а коэффи-
циенты  92 +a  и 53 +b  - простыми числами. 
Решение. Обозначим корни квадратного урав-
нения через  m  и  n. По теореме Виета  

53 += bmn  - простое число, тогда ,1±=m  
).53( +±= bn  Тогда  

).2(3)63(92 +=+=+ bba ∓∓  Поэтому простое 
число ,392 =+a  откуда .3−=a  Тогда ,12 =+b  
т.е. .1−=b  
Ответ:  .1;3 −=−= ba  
 

2.  Уравнения первой степени  
с двумя неизвестными 

 
2.2.  (2010) Найдите все целые решения уравне-
ния  ,17179113 =+ yx  удовлетворяющие нера-
венствам  .0100,0 >+> yx    
Решение. Воспользуемся методом, сходным с 
алгоритмом Евклида. Имеем .66113179 += Пе-
репишем уравнение в виде .1766)(113 =++ yyx  
Обозначим ,uyx =+   
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.1766113 =+ yu Можно вновь 113 разделить на  
66 с остатком, а лучше так: .19662113 −⋅= По-
лучаем .1719)2(66 =−+ uyu  Обозначим  

,2 υ=+ yu  ,171966 =− uυ  
.919366 +⋅=  Получаем уравнение 

,179)3(19 =+− υυ u  ;3 ωυ =− u  ,17919 =+ υω  
,17)2(9 =++ ωυω  .2 t=+υω  

Наконец, получаем уравнение .179 =+ωt Это 
уравнение имеет решение:  ,917 t−=ω  где t – 
любое целое число. Проделываем обратные дей-
ствия: ,341918342 −=+−=−= tttt ωυ  

,119663 −=−= tu ωυ   ,2041132 +−=−= tuy υ  
.323179 −=−= tyux  Таким образом, 

,323179 −= tx  ,204113 +−= ty  где t – любое 
целое число. Из условия 100,0 −>> yx , т.е. из 

системы 
⎩
⎨
⎧

−>+−
>−

100204113
0323179

t
t

  найдем ,2=t  

затем .22;35 −== yx  
Ответ:  .22;35 −== yx  

 
3.  Уравнения второй степени  

с двумя неизвестными 
 

3.1.  Найдите все целочисленные решения урав-
нения .08832414 22 =+++− yyxx (МГУ, 2007) 
Указание. Уравнение приводится к виду 

.25)4(4)7( 22 =++− yx  
Ответ:  );4;12( −  );4;2( −  );2;10( −  );2;4( −  

);6;10( −  ).6;4( −                   
3.7.  Найдите все пары целых чисел, сумма ко-
торых равна их произведению. 
Первое решение. Пусть целые числа  х  и   у  та-
ковы, что ,xyyx =+  тогда отсюда получим 

.
1−

=
x

xy  

Поскольку  х  и  1−x  два последовательных це-
лых числа, то число  у  может быть целым толь-
ко тогда, когда  ,11 ±=−x  т.е. 0=x  или .2=x  
Тогда получаем 0=y  или 2=y  соответствен-
но. 
Второе решение. Приведем уравнение 

xyyx =+  к виду 11)1( =+−− yyx  или 
.1)1)(1( =−− yx  Отсюда получаем две системы. 

1) 
⎩
⎨
⎧

=−
=−

11
11

y
x

 ⇔  
⎩
⎨
⎧

=
=

2
2

y
x

 

2) 
⎩
⎨
⎧

−=−
−=−

11
11

y
x

 ⇔  
⎩
⎨
⎧

=
=

0
0

y
x

 

Ответ: ;0,0 == yx  .2,2 == yx  

3.8.  Решите уравнение  2=−+ yxxy  в целых 
числах. 
Указание. .1)1)(1( =+− yx    
Ответ: ;0,2 == yx  .2,0 −== yx  
3.9.  Решите в целых числах  уравнение  

.22 yxyxyx +−=+  (ММО, 1941, 9-10 классы)   
Указание. Преобразуйте уравнение к виду  

.2)()1()1( 222 =−+−+− yxyx  
Ответ: ).2;2();2;1();1;2();1;0();0;1();0;0(  
3.10.  Решите в натуральных числах  систему 
уравнений 

  
⎩
⎨
⎧

=+
=++

19
14

yzx
zyx

 

Решение. Вычитая из второго уравнения систе-
мы первое, получим: 

,5=−− zyyz  или ,61 =+−− zyyz  
.6)1)(1( =−− zy  Будем искать лишь решения, 

удовлетворяющие условию zy <  (остальные 
решения получаются перестановкой значений  y  
и  z). При таком соглашении последнее уравне-
ние сводится к одной из следующих двух сис-
тем: 

⎩
⎨
⎧

=−
=−

61
11

z
y

 или 
⎩
⎨
⎧

=−
=−

.31
21

z
y

 

Из первой системы ,7,2 == zy  а из второй 
.4,3 == zy  Подставляя эти значения  y  и  z  в 

одно из уравнений заданной системы, получим 
соответствующие им значения  5=x  или 7=x .  
Ответ: ).3;4;7();4;3;7();2;7;5();7;2;5(  
3.11.  Найдите все целые решения уравнения:  

.01222 =+−+− yxxyx  (Московская математи-
ческая регата, 2005/2006, 11 класс)   
Первое решение.  Преобразуем данное уравне-
ние, выразив переменную  у  через переменную  

х:  ;12)12( 2 ++=+ xxxy   ,1
12

2

+
+

=
x
xy  так как  

012 ≠+x  при любых целых значениях  х. Для 
того, чтобы  у  было целым, необходимо и дос-

таточно, чтобы дробь  
12

2

+x
x  принимала целые 

значения. 
Заметим, что  НОД =+ );12( xx  НОД ,1);1( =+ xx   
поэтому числа 2x   и  12 +x - взаимно простые. 

Следовательно, выражение  
12

2

+x
x  принимает 

целые значения, если .112 ±=+x  Таким обра-
зом, решения данного уравнения: 1;0 == yx  и 

.0;1 =−= yx  
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Второе решение.  Запишем данное уравнение 
как квадратное относительно переменной  х:  

.0)1()1(22 =−−−− yxyx  Его решения:  
,)1( Dyx ′±−=  где 

.)1()1()1( 2 yyyyD −=−+−=′  
Для того, чтобы  х  было целым, необходимо и 
достаточно,  чтобы D′  являлось квадратом це-
лого числа. Это возможно только, если 0=′D  
⇔  1=y  или  ,0=y   так как в остальных слу-
чаях  число yy )1( −  находится в интервале ме-
жду двумя соседними квадратами:  2)1( −y   и  

.2y  Если  1=y , то  ;0=x  если  0=y , то  
.1−=x  

Третье решение.  Преобразуем данное уравне-
ние, выделив квадрат трехчлена:  

0)2221( 222 =+−−+−++ yyyxxyyx   ⇔  
.)1()1( 2 yyyx −=+−  По доказанному выше 

yy )1( −  является квадратом целого числа тогда, 
и только тогда, когда 0=y  или .1=y  Если  

1=y , то  ;0=x  если  0=y , то  .1−=x  
Ответ: 1;0 == yx  или .0;1 =−= yx  
3.12.  (2010) Решите в целых числах уравнение  

.2922 2 =++− yxxyx  
Решение. Преобразуем уравнение:  

.292)12( 2 −+=− xxxy  Так как х – целое, то 
,012 ≠−x  поэтому выразим  у  через  х:  

12
35

12
292 2

−
++=

−
−+

=
x

x
x

xxy . 

Поскольку  х  и   у – целые числа, то число  

12
3
−x

 - тоже целое. Значит,  12 −x  делитель 3, 

т.е.  
1) ;1,112 ==− xx  
2) ;0,112 =−=− xx  
3) ;2,312 ==− xx  
4) .1,312 −=−=− xx  
Ответ:  ).3;1(),2;0(),8;2(),9;1( −  
3.13.  (2010) Найдите все целые решения урав-
нения  .13743 22 =−+ yxyx  
Решение.  Разложим левую часть на множители: 

).73)((743 22 yxyxyxyx +−=−+  
Имеем  .13)73)(( =+− yxyx Поскольку 13 мож-
но представить в виде произведения двух целых 
чисел с учетом порядка четырьмя способами, то 
получаем четыре системы: 

1)  
⎩
⎨
⎧

=+
=−

1373
1

yx
yx

   2) 
⎩
⎨
⎧

=+
=−

173
13

yx
yx

  3) 

⎩
⎨
⎧

−=+
−=−

1373
1

yx
yx

  4) 
⎩
⎨
⎧

−=+
−=−

173
13

yx
yx

 

Целочисленные решения имеют лишь 1-я и 3-я 
системы. 
Ответ:  1;2 == yx   или  1;2 −=−= yx . 
3.14.  При каких натуральных числах  а  сущест-
вуют такие натуральные числа  х  и   у, что 

?22 axyyx =+  (ММО, 1964, 7 класс) 

Указание. Положим   ,
x
yt =  тогда  t – рацио-

нальное число, являющееся корнем уравнения  

.012 =+− att  Но тогда  .
2

42 −±
=

aat  Число  

42 −a  при целом  а  может быть рациональ-
ным только при  .2±=a  
Ответ:  .2=a    
3.15.  Найдите все пары целых чисел  );( yx , 
удовлетворяющих уравнению  .13222 ++= yyx  
(ММО, 1983, 7 класс) 
Указание.  Представим уравнение в виде 

12)1( 22 ++= yx  или  ,12)1( 22 =+− yx   
.12)1)(1( =++−− yxyx  Заметив, что каждая 

скобка – четное число, получаем 4 возможности, 
оттуда следует ответ. 
Ответ:  ).3;4();1;4();3;4();1;4( −−−−    
3.16.  Решите в целых положительных числах 
уравнение  .84722 22 =++−− yxyxyx  
Решение. Рассматривая данное уравнение как 
квадратное  02284)7( 22 =−−+−+ xxxyy  от-
носительно  у, найдем дискриминант  

,288)13(28769 22 −−=−−= xxxD  который 
должен быть точным квадратом, т.е. 

.288)13( 22 ux =−−  Отсюда следует, что 
.13 −< xu  Положим, ,)13( kxu −−=  где  k – на-

туральное число. Тогда получаем: 
,))13((288)13( 22 kxx −−=−−  или 

,288)13(2 2 +=− kxk  откуда видно, что  k – чис-
ло четное. Пусть ,2lk =  где  l  – натуральное 
число. Тогда находим:  ,72)13( 2 +=− lxl  или 

.1723 ++=
l

lx (*)  

 Отсюда видно, что число 
l

72  должно быть на-

туральным, т.е. l  должно быть делителем числа 
72. Возможные значения для  l:  1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 
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12, 18, 24, 36, 72. Из них надо взять лишь такие,  

для которых число  172
++

l
l  кратно 3. Этому 

условию удовлетворяют лишь числа  ,21 =l  
,82 =l  ,93 =l  .364 =l  Затем из (*) находим для  

х  два значения: 13 и 6. Из исходного уравнения 
найдем соответствующие (только натуральные) 
значения  у. 
Ответ: ).0;6();20;13(  
  

4.  Уравнения высшей степени 
 
4.5.  Уравнение  33 91 yx =+  решите в целых 
числах. 
Решение. Данное уравнение перепишем в виде  

.713))(( 22 ⋅=++− xxyyxy  Поскольку 

,0
4

3
2

22
22 ≥+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=++

xxyxxyy  то возможны 

только следующие четыре случая: 

1) 
⎩
⎨
⎧

=++

=−

91
1

22 xxyy
xy

  ⇔  

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎩
⎨
⎧

−=
−=

⎩
⎨
⎧

=
=

5
6

6
5

y
x

y
x

 

2) 
⎩
⎨
⎧

=++

=−

13
7

22 xxyy
xy

  ⇔  

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎩
⎨
⎧

=
−=

⎩
⎨
⎧

=
−=

3
4

4
3

y
x

y
x

 

3) 
⎩
⎨
⎧

=++

=−

7
13

22 xxyy
xy

   Нет решений. 

4) 
⎩
⎨
⎧

=++

=−

1
91

22 xxyy
xy

   Нет решений. 

Ответ: ).3;4(),4;3(),5;6(),6;5( −−−−  
4.6.  Какие целые положительные числа могут 
удовлетворять уравнению ?xyzzyx =++  
Решение. Для определенности пусть .zyx ≤≤  
Из данного уравнения получаем .3 xyzz ≥ Рас-
смотрим случай равенства   ,3 xyzz =  ,3=xy  от-
куда  

⎩
⎨
⎧

=
=

3
1

y
x

 или 
⎩
⎨
⎧

=
=

.1
3

y
x

 При этих значениях  х  и   у  

получаем из данного уравнения .2=z  Все эти 
значения не соответствуют нашему условию 

.zyx ≤≤  
Теперь пусть ,3 xyzz >  .3<xy  Поскольку 

,0 yx ≤<  возможны только следующие вариан-

ты: 1,1 == yx  или .2,1 == yx  Для первого ва-
рианта получаем из данного уравнения ,0=z  
что не соответствует условию задачи. Для вто-
рого варианта .3=z Таким образом, при условии 

zyx <<  исходное уравнение имеет одно реше-
ние .3,2,1 === zyx  Все остальные решения 
получаются из этого перестановками значений 
неизвестных x,   y,   z. 
Ответ: ),2;3;1(),3;2;1(  ),1;3;2(),3;1;2(  

).1;2;3(),2;1;3(  
4.7.  Решите в целых числах уравнение  

.19848419 23 =− yx  
Указание.  Перепишите уравнение в виде 

).1(84)100(19 23 yx +=−  Правая часть кратна 7, 
поэтому 23 −x  кратно 7. Но кубы чисел при де-
лении на 7 не дают в остатке 2. 
Ответ: нет решений. 
4.8.  (2010) Найдите все решения в натуральных 
числах  yyx 243)1( 2 =+ .  
Решение.  Перепишем данное уравнение в виде 
(учитывая, что 0;0 ≠≠ yx ) 

.
)1(

243
2+

=
y

yx  

Для того чтобы  х  было целым числом, знаме-
натель  2)1( +y  должен быть одним из делите-
лей числа 243, потому что  у  не может иметь 
общие множители с  1+y . Поскольку 53243 = , 
то 243 делится только на следующие числа, яв-
ляющиеся точными квадратами: .9,3,1 222  Та-
ким образом, число  2)1( +y  должно быть равно 
1, 9  или 81, откуда находим, что  у  равно 8  или 
2. Значит,  

24
81

8243
=

⋅
=x   или  .54

9
2243
=

⋅
=x  

Ответ:  8;24 == yx   или  2;54 == yx . 
4.9.  (2010)  Решите в целых числах уравнение   

.1052 mnnm +=⋅  
Решение. Перепишем данное уравнение в виде  

.10)1( 52 nnm =−            (1) 
Если ,0=n  то .0=m  Первое решение уравне-
ния (1) найдено.  
Если ,0≠n  то и .0≠m  Заметим, что если пара 
чисел  );( 00 nm  решение уравнения (1), то и пара 

);( 00 nm −−  - тоже решение уравнения (1). 
Пусть 0>n  и ,0>m  тогда .1≠n Перепишем 
уравнение (1) в виде   

.10)1)(1( 5 nnnm =+−     (2) 
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Так как ни  ,1−n  ни 1+n  не делятся на  n, то  m  
делится на n. Обозначим  .npm =  
Разделив равенство (2)  на   n,  имеем:  

.10)1)(1( 5=+− nnp              (3) 
Число  n  не может быть четным, так как в этом 
случае два соседних нечетных числа 1−n  и 

1+n  не могут являться степенями числа 5. Сле-
довательно, число n  нечетное, а 1−n  и 1+n  - 
два соседних четных числа, не имеющих про-
стых делителей, кроме 2 и 5.  
Выпишем первые два столбца четных чисел так, 
чтобы в первом столбце стояли числа, не имею-
щие делителей, кроме 2 и 5. 
 

1−n  1+n  
2 4 
8 10 
20 22 
32 34 
50 52 
80 82 
128 130 
200 202 

 
При этом во втором столбце, начиная с третьей 
строки, все числа имеют простой делитель, кро-
ме 2 и 5. Это означает, что из выписанных мно-
жителей  1−n  и 1+n  только две пары чисел 
удовлетворяют условию, т.е. 3=n  и 9=n  отве-
чают условиям задачи. Для последней строки 
таблицы из равенства (3) получим ,5<p  что 
невозможно. Поэтому поиск значений  n  закон-
чен.  
При 3=n  из равенства (3) получим, что 

,12500=p  тогда .37500== pnm  
При 9=n  из равенства (3) получим, что 

,1250=p  тогда .11250== pnm  
Ответ:  9;11250 −=−= nm   или  

3;37500 −=−= nm  или  0;0 == nm   или  
3;37500 == nm   или  9;11250 == nm . 

4.10.  (2010) Найдите все натуральные числа  х  
и   у, для которых выполняется равенство  

.1 2234 yxxxx =++++  
Решение. Представим левую часть в виде 

.
64
55

8
5

8
3

2
2

2
2 yxxx =++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++  Умножая обе час-

ти уравнения на 64, получаем  
( ) ( ) .85540348 222 yxxx =++++  

Таким образом, ,3488 2 ++> xxy   
.122 2 ++≥ xxy  Умножим обе части исходного 

равенства на 4, а затем, используя  
( ) ,12544124 234222 ++++=++≥ xxxxxxy  

будем иметь 
,1254444444 234234 ++++≥++++ xxxxxxxx

 или ,0322 ≤−− xx  откуда .3≤x  Осталось про-
верить для  х  значения 1, 2, 3. 
Ответ:  .11;3 == yx  

*** 
 
Теорема. Если  ,2dab =  а, b  и d – натуральные 
числа, и числа   а  и b  взаимно просты, то а  и b 
– точные квадраты.   
4.11.  (2010) Решите в целых числах уравнение  

.12 24 =− nm  (ММО, 2002, 9 класс) 
Решение. Если );( nm  - решение  данного урав-
нения, то );( nm− , );( nm −  и );( nm −−  тоже ре-
шения. Поэтому будем искать только неотрица-
тельные решения. Из записи 12 24 += nm  следу-
ет, что m – нечетное число, .12 += tm  Перепи-
шем уравнение в виде  

=++−=− )1)(1)(1(1 24 mmmm  
.2)244()22(2 22 ntttt =++⋅+⋅=  Отсюда 

,2)122()1(8 22 ntttt =++⋅+⋅  т.е. n – четное чис-
ло, .2 pn =  Далее получаем уравнение  

( ) .1)1(2)1( 2ptttt =++⋅+⋅  Нетрудно проверить, 
что числа  t,  1+t  и  1)1(2 ++tt  попарно взаим-
но просты.  
Действительно, пусть, например,  1+td и  

,1)1(2 ++ttd тогда d делит и ),1(2 +tt  а, значит, 
и разность  ( ) ( ).)1(21)1(2 +−++ tttt  Взаимная 
простота двух остальных пар доказывается ана-
логично. 
Произведение этих взаимно простых чисел – 
полный квадрат. Согласно теореме каждое из 
них также является полным квадратом. 
Итак,  t  и  1+t - полные квадраты. Это возмож-
но только при .0=t Действительно, если ,2α=t   

,1 2β=+t  где ,0,0 ≥≥ βα  то 
,1))(( =+− αβαβ  поэтому ,1,1 =+=− αβαβ  

так что ,0=α  следовательно,  .0=t  Тогда и 
.0=p  Значит, .0;1 =±= nm  

Ответ:  .0;1 =±= nm  
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4.12.  (2010) Существуют ли рациональные чис-
ла  x,    y,   u,    v,  которые удовлетворяют урав-

нению  ( ) ( ) ?25722
66

+=+++ vuyx  

Решение.  Так как  ( ) =+
6

2yx  
++++= 332456 )2(20)2(15)2(6 yxyxyxx  

=+++ 6542 )2()2(6)2(15 yyxyx  
,2BA +=  

( ) =−
6

2yx  
+−+−= 332456 )2(20)2(15)2(6 yxyxyxx  

=+−+ 6542 )2()2(6)2(15 yyxyx  
,2BA −=  то выполняется 

( ) ( ) .25722
66

−=−+− vuyx  
Но ,0257 <−  а левая часть положительная. 
Противоречие. Следовательно, исходного ра-
венства быть не может.  
Ответ: таких чисел нет. 
4.13.  Существуют ли рациональные числа  a,    
b,   c,    d,  которые удовлетворяют уравнению  
( ) ( ) 24522

22
+=+++

nn
dcba  (где n – нату-

ральное число)? (ММО, 1972, 9 класс) 
Ответ: таких чисел нет. 
4.14.  (2010) Найдите наименьшее и наибольшее 
натуральные значения  n, при которых уравне-
ние   

nn yxyx =+ 201022 )(   
имеет натуральные решения. 
Решение. При любом  n  пара  1,1 == yx  не яв-
ляется решением. Поэтому  

.)()2()()( 2010201022 xyxyyxxy nn >≥+=  
Значит, .2010>n  
Предположим, .yx ≠  Тогда найдется простое 
число  р, такое что  ,apx k=  ,bpy m=  и числа  a  
и  b  не делятся на  р. Для определенности мож-
но считать, что .0≥> mk  
Тогда ;)()( 20102222 nmkmk abpbpap +=+  

.)( 20102)(201022)(2 ⋅−+− =+ mmknnnmk pbabap  (*) 
Из условий  2010>n  и mk >  получаем: 

.0)2010()2010(20102)( >−+−=⋅−+ nmmnkmmkn
 
Значит, правая часть равенства (*) – целое чис-
ло, которое делится на  р. 
Левая часть на  р  не делится. Противоречие. 
Пусть теперь ,yx =  тогда из равенства 

nxxx )()( 2201022 =+  получаем: .210052010 =−nx  От-
куда ,2qx =  ,...2,1,0=q  и .1005)2010( =−nq  

Поэтому 2010−n  натуральный делитель числа 
1005. По условию нас интересуют только наи-
меньшее и наибольшее возможное значение  n. 
Поэтому нужно взять  12010 =−n  и 

,10052010 =−n  откуда 2011=n  и .3015=n  
При 2011=n   ,21005== yx  при 3015=n   

.2== yx  
Ответ: 2011; 3015. 
4.15.  (2010) Найдите наименьшее и наибольшее 
натуральные значения  n, при которых уравне-
ние   

)ln()ln(2012 22

xy
n

yx
=

+   

имеет натуральные решения. 
Указание. Привести уравнение к виду 

nn yxyx =+ 201222 )(  
Ответ:  2013;  3018. 
4.16.  Решите в целых положительных числах 
уравнение .)2()1( 222 yyy xxx +=++  (ММО, 
1958, 10 класс) 
Указание. Если  ,1=y  то  3=x  (второй корень 
квадратного уравнения 1−=x  отрицателен). 
Пусть .1>y  Числа  х   и   2+x  одной четности, 
поэтому  )1( +x  четно: .21 kx =+  Получаем:   

,)12()2()12( 222 yyy kkk +=+−  откуда несложно 
увидеть (раскрыв скобки), что  у  кратно  k  при  

.1>y  Разделив теперь обе части уравнения  на  
,)2( 2 yk  получим: 

.
2
21

2
111

2
112

22

k
y

kk

yy

+>⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −>  Отсюда 

,ky <  а потому  у  не может делиться на  k. Зна-
чит, при 1>y  решений нет. 
Ответ:  .1;3 == yx  
4.17.  Найдите все целые числа  х  и  у, удовле-
творяющие равенству 

.0657182969 222222 =+−+−++−+ yxxyyxyxxyyx
 (МГУ, 1989) 
Решение. Разложим левую часть уравнения на 
множители 

=+++++−+ 672)53)(13()13( 222 xxxxyxy  

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−+=
22

2
1

2
53)13( xxxy  

).2)13()(32)13(( −−+−−+= xxyxxy  
Откуда следует, что искомые числа удовлетво-
ряют хотя бы одному из уравнений  

032)13( =−−+ xxy   или  ,02)13( =−−+ xxy  
которые приводятся к виду 5)13)(13( =−+ yx  
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или .7)23)(13( =−+ yx  Решая эти уравнения в 
целых числах, получаем четыре пары чисел. 
Ответ:  ).1;2(),3;0(),0;2(),2;0( −−  
4.19.  Найдите все тройки целых чисел  );;( zyx , 
для каждой из которых выполняется соотноше-
ние  .33326)3(3 22222 =+++− zyzyx  (МГУ, 
1979) 
Решение. Из условия следует, что ,33)3(3 2 ≤−x  
т.е. .11)3( 2 ≤−x  Поскольку 2)3( −x  является 
квадратом целого числа ,3−x  то 2)3( −x  равно 
либо 0, либо 1, либо 4, либо 9. Перепишем ис-
ходное уравнение в виде 

.37)23)(2()3(3 222 =+++− yzx   
Если ,0)3( 2 =−x  то .37)23)(2( 22 =++ yz  Так 
как 37 – число простое, то последнее равенство 
выполняться не может.  
Если ,1)3( 2 =−x  то .34)23)(2( 22 =++ yz  По-
скольку  ,222 ≥+z  ,223 2 ≥+y  то возможны 
две системы  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=+

1723
22

2

2

y
z

   или  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=+

,223
172

2

2

y
z

 которые не 

имеют решений в целых числах. 
Если ,4)3( 2 =−x  то ,25)23)(2( 22 =++ yz  отку-
да следует система   

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=+

,523
52

2

2

y
z

   которая не имеет решений в це-

лых числах. 
Если ,9)3( 2 =−x  т.е. если 6=x  или ,0=x то 

.10)23)(2( 22 =++ yz  Так как  ,222 ≥+z  
,223 2 ≥+y  то отсюда следуют две системы  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=+

223
52

2

2

y
z

   или  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=+

,523
22

2

2

y
z

 первая из кото-

рых не имеет решений в целых числах. Из вто-
рой системы получаем, что либо ,1,0 == yz  ли-
бо .1,0 −== yz  Следовательно, исходному со-
отношению удовлетворяют четыре тройки чи-
сел. 
Ответ:  ).0;1;0(),0;1;0(),0;1;6(),0;1;6( −−  
 

5.  Дробно-рациональные уравнения 
 

5.1.  Решите в натуральных числах уравнение  

.1111
=++

zyx
 

Решение. Поскольку неизвестные  x,    y,    z  
входят в уравнение симметрично, то можно счи-

тать, что .zyx ≤≤  Остальные решения полу-
чатся перестановками неизвестных.  Тогда  

,31111
xzyx

≤++=  т.е. .3≤x   

Очевидно, что .1≠x   

Пусть ,2=x  т.е.  .
2
111

=+
zy

 Также ясно, что 

.2≠y  Если ,3=y  то .6=z  Если ,4=y  то 

.4=z  Если ,5=y  то  даже ,
2
1

5
1

5
1

<+  т.е. дру-

гих решений при  2=x  нет. 

Если ,3=x  то .
3
211

=+
zy

 Пусть ,3=y  тогда 

.3=z  Если ,4=y  то даже  ,
3
2

4
1

4
1

<+  т.е. дру-

гих решений при 3=x  нет. Следовательно, дан-
ное уравнение с учетом перестановок имеет де-
сять решений. 
Ответ: );3;3;3(  );4;4;2(  );4;2;4(  );2;4;4(  

);6;3;2(  );3;6;2(  );6;2;3(  );2;6;3(  );3;2;6(  
).2;3;6(  

5.2.  Решите в натуральных числах уравнение   

2
111

=+
yx

. 

Указание. Выразите из уравнения  у  и иссле-
дуйте полученную функцию. 
Ответ:  );4;4(  );3;6( ).6;3(  
5.3.  (2010) Найдите все пары натуральных чи-
сел разной четности, удовлетворяющие уравне-
нию 

12
111

=+
nm

. 

Решение.  Пусть .nm <  Приведем уравнение к 
виду  mnnm =+1212  ⇔  

22 12121212 =+−− nmmn  ⇔  
,12)12)(12( 2=−− nm  причем числа 12−m  и 

12−n  - разной четности. 
В качестве возможного разложения 

,3212 242 pq=⋅=  где  р – нечетно, а q – четно, 
имеем следующие варианты: 

1)  
⎩
⎨
⎧

=
=

144
1

q
p

 ⇔  
⎩
⎨
⎧

=−
=−
14412
112

n
m

  ⇔  
⎩
⎨
⎧

=
=
156
13

n
m

 

2)  
⎩
⎨
⎧

=
=

48
3

q
p

 ⇔  
⎩
⎨
⎧

=−
=−

4812
312

n
m

  ⇔  
⎩
⎨
⎧

=
=

60
15

n
m

 

3)  
⎩
⎨
⎧

=
=

16
9

q
p

 ⇔  
⎩
⎨
⎧

=−
=−
1612
912

n
m

  ⇔  
⎩
⎨
⎧

=
=

60
15

n
m
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4)  
⎩
⎨
⎧

<
<

0
0

q
p

 ⇔  
⎩
⎨
⎧

<−<−
<−<−

01212
01212

n
m

  ⇒   

.12)12)(12( 2<−− nm  
Неизвестные  m   и   n  входят в уравнение сим-
метрично. Поэтому получаем ответ. 
Ответ:  );156;13(  );60;15( ),28;21(  );13;156(  

);15;60( ).21;28(  
 

 6.  Иррациональные уравнения 
 

6.1.  Найдите все целые решения уравнения  

.2002−=+ yxx (Московская математиче-
ская регата, 2002/2003, 11 класс) 
Решение. Исходное уравнение равносильно 
системе: 

⎩
⎨
⎧

≥
−=+

2002
)2002( 2

y
yxx  

По условию,  х – целое число, поэтому  xt =  - 
также целое.  
Чтобы уравнение  0)2002( 22 =−−+ ytt  имело 
целые решения, необходимо, чтобы дискрими-
нант  2)2002(41 −+= yD   являлся полным 
квадратом. Так как второе слагаемое, в свою 
очередь, при всех целых значениях  у  является 
полным квадратом, то следующее за ним нату-
ральное число является квадратом тогда и толь-
ко тогда, когда  0)2002( 2 =−y  ⇔  .2002=y  
Откуда  0=t  или  ,1−=t  то есть, .0=x  
Ответ: .2002;0 == yx  
6.2.  Решите в целых числах уравнение  

.98=+ yx  
Решение. Из уравнения видно, что  ,980 ≤≤ x  

.980 ≤≤ y  Представим уравнение в виде 
xy −= 98  и возведем обе части уравнения 

в квадрат: 
,98298 xxy −+=  .21498 xxy −+=  

Отсюда ,42 2ax =  ,2 2ax =  где а – целое неот-
рицательное число. Так как ,98≤x  то ,982 2 ≤a  

,492 ≤a  .70 ≤≤ a  
Для каждого из значений  а  получаем значения  
х, и затем значения  у.  
Ответ: );98;0(  );72;2( );50;8( );32;18(  

);18;32( );8;50( );2;72(  ).0;98(  
 

7.  Показательные уравнения 
 

7.1.  (2010) Найдите все пары натуральных чи-
сел  m   и   n, являющиеся решениями уравнения  

.132 =− nm   
Решение. При любом  k  число  132 +k  при де-
лении на 8 дает остаток 2, а число 13 12 ++k  при 
делении на 8 дает остаток 4. Так как  при  3≥m  
число  m2  делится на 8 без остатка, то равенство 

mn 213 =+  возможно при 1=m  или .2=m  
Если 1=m , то получаем .0=n  
Если 2=m , то получаем .1=n  
Ответ: 2=m , .1=n  
7.2.  (2010) Найдите все пары натуральных чи-
сел  m   и   n, являющиеся решениями уравнения  

.123 =− mn   
Решение. Пусть  n – четное число, т.е.    .2kn =  
Тогда  ).13)(13(2 +−= kkm  Правая часть – произ-
ведение двух последовательных четных чисел, 
каждое из которых является степенью числа 2. 
Значит, 213 =−k  и ,413 =+k  откуда 1=k  и 

.2=n  Тогда .3=m  
Пусть теперь  n – нечетное число. Нечетная сте-
пень тройки при делении на 4 дает остаток 3.  
Значит,  13 −n  делится на 4 с остатком 2. Так как 
при 2≥m  число m2  делится на 4 без остатка, то 
равенство 132 −= nm  возможно в случае .1=m  
Тогда .1=n  
Ответ: 3=m , 2=n  или .1== nm  
7.3.  (2010) Решите в натуральных числах урав-
нение  .152 2yx =−  
Решение. Рассмотрим два случая. 
1)  12 += kx  (х – нечетное число). Поскольку 22  
при делении на 3 дает в остатке 1, то и 

( )kk 22 22 =  дает в остатке 1, а kk 212 222 ⋅=+  дает 
в остатке 2. Число 15 делится на 3, следователь-
но,  левая часть уравнения при делении на 3 дает 
в остатке 2. Правая часть (квадрат числа)  дает 
при делении на 3 в остатке 0 или 1 (докажите). 
Таким образом, равенство невозможно (левая и 
правая части дают при делении на 3 разные ос-
татки). 
2) .2kx =  Тогда ,152 22 =− yk  откуда 
( )( ) .1522 =+− yy kk  Оба множителя слева целые 
и положительные (так как второй множитель 
положителен), второй больше первого. Возмож-
ны два варианта: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=−

152
12

y
y

k

k

  и  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=−

52
32

y
y

k

k

 

Решая эти системы, получаем ответ. 
Ответ:  ).7;6();1;4(  
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7.6.  (2010) Решите в целых числах уравнение  
.221 212 nkk =++ +  

Решение. При 1=k   получаем уравнение 
,112 =n  которое не имеет решений в целых чис-

лах. 
Если ,0=k  то .2±=n  
При 1−=k  уравнение не имеет решений в це-
лых числах. 
Если ,1−<k  то уравнение не имеет решений, 
так как левая часть данного уравнения принима-
ет значения из промежутка ).2;1(  
Пусть .2≥k  Как известно, четные степени 
двойки  дают при делении на 3 остаток 1, нечет-
ные – 2.  Отсюда следует, что 1221 ++ k  делится 
на 3 без остатка, а число 12221 +++ kk  при деле-
нии на 3 дает такой же остаток, как у  .2k  С дру-
гой стороны, квадраты целых чисел не могут 
давать при делении на 3 остаток 2. Таким обра-
зом,  k – четное. Положим ,2dk =  Nd ∈  и пе-
репишем уравнение в виде .4241 22 ndd =⋅++  
Отсюда следует, что n – нечетное, т.е. ,12 += xn   

.Nx∈  Получаем уравнение 
;1444241 22 ++=⋅++ xxdd   

);(4)421(4 2 xxdd +=⋅+   ),1()481(4 +=⋅+ xxyy  
где .1−= dy  Причем ,0>y  так как при ,1=d  
т.е. 0=y  последнее уравнение не имеет реше-
ний. 
Из чисел  х  и  1+x  только одно четное, и оно 
делится на y4 .  
Если ymx 4⋅=  (причем  m – нечетное, Nm∈ ), 
то имеем );14(4)481(4 +⋅⋅=⋅+ yyyy mm  

;4481 2 mm yy +⋅=⋅+  .14)8( 2 −=⋅− mm y  Срав-
нивая знаки левой и правой частей последнего 
уравнения, получаем одно нечетное ,1=m  кото-
рое не является решением. 
Если ymx 41 ⋅=+  (причем  m – нечетное, 

Nm∈ ), то имеем ;4)14()481(4 yyyy mm ⋅−⋅=⋅+  
;4481 2 mm yy −⋅=⋅+  .14)8( 2 +=⋅− mm y  Выра-

жение 82 −m  неотрицательно  при натуральных 
.3≥m  Если ,3=m  то 1=y  (что приводит к ре-

шению исходного уравнения  23;4 ±== nk ). 
При натуральных 4≥m  будет ,182 +>− mm  и 
решений нет. 
Ответ:  2;0 ±== nk   или  23;4 ±== nk . 
 
 

*** 
 

Теорема. Если остаток от деления  1a  на  b ра-
вен  1r , а остаток  от деления  2a  на  b равен  2r , 
то остаток от деления  21 aa +  на  b  равен остат-
ку от деления  21 rr +   на  b. 
Опорная задача. Докажите, что остаток от де-
ления на 3 числа  k5  равен 1, если k  четно, и 2, 
если k  нечетно. 
7.7.  (2010) Решите уравнение  knm 543 =+   в 
натуральных числах. (ММО, 1998, 11 класс) 
Решение.  Правая часть уравнения при делении 
на 3 должна давать тот же остаток, что и левая, 
т.е. 1 (см. теорема). Поэтому  k  четное число 
(см. задача). Аналогично, левая часть уравнения 
делится на 4 с остатком 1, поэтому число  m  
тоже четное. Итак,  ,35354 00 22 mkmkn −=−=  
т.е. ).35)(35(2 00002 mkmkn +−=  Поэтому 

pmk 235 00 =−  и  ,235 00 qmk =+  где  p  и   q – це-
лые неотрицательные числа  .2nqp =+  Таким 

образом, )22(
2
15 0 qpk +=   и  

.22)22(
2
13 110 −− −=−= pqpqm   Значит, число 

11 22 −− − pq   нечетно, поэтому  .1=p  Значит, 
22 =p  и  .123 10 −= −qm  Следовательно, число  

1−q  четно, sq 21 =−  (иначе левая часть не де-
лится на 3). Тогда )12)(12(3 0 +−= ssm  - произ-
ведение двух множителей, отличающихся на 2 и 
являющиеся степенями тройки. Ясно, что эти 
множители равны 1 и 3. Тогда  ,1=s   

.312 =+= sl  Теперь получаем 2=== knm . 
Ответ:  2=== knm .   
 
 

8. Уравнения смешанного типа 
 

8.1.  (2010) Найдите все пары натуральных  k  и  

n  таких, что  nk <   и  .11 nk

kn
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛   

Указание. Приведите уравнение к виду  
( ) ( ) .nk kn =  
Ответ: .4,2 == nk  
8.2.  Найдите все целые корни уравнения 

( ) .180016093
8

cos 2 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++− xxxπ  (МГУ, 1979) 

Решение.  Из данного уравнения получаем 

( ) ,280016093
8

2 nxxx ππ
=++−  .Zn∈  Отсюда 

приходим к иррациональному уравнению 
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,1638001609 2 nxxx −=++  которое равно-
сильно системе  

⎩
⎨
⎧

∈≥−
−=++

Znxnx
nxxx

,;0163
,)163(8001609 22

 

Уравнение системы приведем к виду   
.258)53( 2 −=+ nnx  (*) 

Так как  =−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=−

9
25

9
258258 22 nn  

,
9
25)53)(53(

9
8

−−+= nn  то уравнение  (*) имеет 

вид 25)53(9)53)(53(8 =+−−+ nxnn  или  
.25)9)53(8)(53( =−−+ xnn  Последнее равенст-

во означает, что 53 +n   является делителем чис-
ла 25, т.е. 53 +n  есть одно из чисел  

.25,5,1 ±±±  Непосредственной проверкой убе-
ждаемся, что это возможно только если  n  рав-
няется  одному из чисел  ,101 −=n  ,22 −=n  

.03 =n  Соответствующие значения  х  находятся 
из равенства  (*):  ,311 −=x  ,72 −=x  .53 −=x  
Условию  0163 ≥− nx  удовлетворяют значения 

,101 −=n 311 −=x  и ,72 −=x  .22 −=n  
Ответ: ,311 −=x  .72 −=x  
 
 
9.  Уравнения, содержащие знак факториала 

 
 
9.1.  (2010) Решите в натуральных числах урав-
нение  ,135! 2knn =++  где  nn ⋅⋅⋅⋅= ...321!  - 
произведение всех натуральных чисел от 1 до  n. 
Решение. Предположим, что  .5≥n  Тогда  !n  
делится на 2 и 5, а значит десятичная запись 
числа в левой части оканчивается на 3 или на 8. 
Перебор по последней цифре показывает, что 
квадрат целого числа не может оканчиваться ни 
на 3, ни на 8.  
Наконец, перебирая  n  от 1 до 4  находим един-
ственное решение. 
Ответ:  .5;2 == kn    
9.2.  Уравнение  )!(!! yxyx +=+  решите в целых 
числах. 
Решение. Рассмотрим случай, когда ,yx <  то-
гда  
( ) ).)...(2)(1(!)...2)(1(1! yxxxxyxxx +++=+++⋅  

Поделив обе части этого уравнения на ,!x  легко 
заметить, что правая часть делится на ,1+x  а 
левая не делится, т.е. в этом случае данное 
уравнение не имеет решений в целых числах. 

Аналогично рассматривается случай, когда   
.yx >  Пусть ,yx =  т.е. )!2(!2 xx =  Поделив обе 

части этого уравнения на ,!x  получим 
,2...)2)(1(2 xxx ⋅⋅++=  т.е. ,1=x  а следователь-

но, и .1=y  
Ответ:  .1,1 == yx  
9.3.  Найдите все натуральные значения  n, для 
которых выполняется равенство:   !.3 nnn =−  
(Московская математическая регата, 2003/2004, 
11 класс)   
Решение. Запишем данное уравнение в виде  

.12)...3)(2)(1()1)(1( ⋅−−−=+− nnnnnnn Так как 
1=n  не является его решением, то разделим обе 

части уравнения на ).1( −nn  Получим, что 
.12)...3)(2(1 ⋅−−=+ nnn  Проверяя последова-

тельные натуральные значения  n,  начиная с  
,2=n  получим, что решением уравнения явля-

ется .5=n  Так как для всех  5>n  верно, что 
),2(2421 −=−<+ nnn  то 

,12)...3)(2(2)2(1 ⋅−−<⋅−<+ nnnn  поэтому 
других натуральных решений данное уравнение 
не имеет. 
Ответ:  .5=n  
 

10. Уравнения с простыми числами 
 
10.1.  Уравнение 12 22 =− yx  решите в простых 
числах. 
Решение. Так как  22y  - четное число, то х – не-
четно, и потому число 

)1)(1(12 22 +−=−= xxxy  делится на 4. Следо-
вательно,  у – четное число, и поскольку  х  и   у  
должны быть простыми числами, то ,2=y  а по-
тому .3=x  
Ответ: .2,3 == yx  
10.2.  Решите в простых числах уравнение 

zx y =+1 . 
Решение. Число  z  больше 2, так как если ,2=z  
то ,1=x  а это не возможно. Тогда  z  нечетно, а 
следовательно, число  х  четно. Но  х  - простое, 
поэтому  .2=x  Получаем уравнение: .12 zy =+  
Если  у  нечетно, то сумма  12 +y  делится на 3, 
причем частное от такого деления больше 1; но 
в этом случае  z  составное. Значит, число  у  
четное, т.е.  .2=y  Находим  .5=z  
Ответ: .5,2,2 === zyx  
 

 11. Неразрешимость уравнений 
 



27 
 

11.1.  Докажите, что уравнение  910!! +=+ zyx  
не имеет решений в натуральных числах. 
Решение. Так как правая часть уравнения – не-
четное число, то и левая часть должна быть не-
четным числом. Поэтому или  х,  или  у  меньше 
2. Пусть для определенности,  ,1=x  т.е. 

.810! += zy  Правая часть последнего равенства 
не делится на 5, а потому ,4≤y  но ни одно из 
натуральных чисел, которые удовлетворяют 
этому неравенству, не служат решением данного 
уравнения. Итак, данное равнение не имеет ре-
шений в натуральных числах. 
11.2.  Докажите, что уравнение  

)1(4 2233 ++=+ xyyxyx  не имеет решений в 
целых числах. (ВМО, 1992, 9 класс) 
Решение. Перепишем уравнение в виде 

.4)(7)( 223 ++=+ xyyxyx  Так как куб целого 
числа не может давать остаток 4 при делении на 
7, то уравнение не имеет решений в целых чис-
лах. 
Замечание. Другие решения задачи можно по-
лучить, рассматривая остатки, которые могут 
давать числа  х   и   у  при делении на 4, или за-
метив, что из уравнения следует, что yx +  - де-
литель числа 4. 
11.3.  Докажите, что выражение 

54322345 1241553 yxyyxyxyxx ++−−+   не рав-
но 33 ни при каких целых значениях  х  и   у. 
(ММО, 1946, 8-9 классы) 
Указание. Данное выражение преобразуйте к 
виду ).3)(2)()()(2( yxyxyxyxyx +++−−  Полу-
ченные сомножители попарно различны. Но 
число 33 нельзя разложить более чем на 4 раз-
личных сомножителя. 
11.4.  Доказать, что равенство 

xyzzyx 2222 =++  для целых чисел  x,    y,    z  
возможно только при  .0=== zyx  (ММО, 
1949, 7-8 классы) 
Указание. Правая часть равенства всегда делит-
ся на более высокую степень двойки, чем левая. 
11.5.  Существуют ли целые числа  m  и  n, удов-
летворяющие уравнению ?2010 22 nm =+    
Указание. Не существуют, так как 22 nm −  не-
четно или кратно 4, а 2010 – нет. 
11.6.  Докажите, что уравнение  yx 312 =+  не 
имеет решений в целых числах. 
Указание. Рассмотреть остатки от деления левой 
и правой части на 3. 
 

12. Текстовые задачи 
 

12.1.  (2010) Группу школьников нужно пере-
везти из летнего лагеря одним из двух способов: 
либо двумя автобусами типа  А  за несколько 
рейсов, либо тремя автобусами типа  В  за не-
сколько рейсов, причём в этом случае число 
рейсов каждого автобуса типа  В  будет на один 
меньше, чем рейсов каждого автобуса типа  А. В 
каждом из случаев автобусы заполняются пол-
ностью. Какое максимальное количество 
школьников можно перевезти при указанных 
условиях, если в автобус типа  В  входит на 7 
человек меньше, чем в автобус типа  А? 
Решение. Пусть в автобус типа  В входит  k  че-
ловек, а в автобус типа  А входит 7+k  человек, 
и пусть каждый из трех автобусов типа   В сде-
лает по  m  рейсов, а каждый из двух автобусов 
типа  А  по  .1+m Так как в обоих случаях авто-
бусы перевезут одно и то же количество детей, 
получаем уравнение:  );1)(7(23 ++= mkkm  

;14214 ++= kmkm  .142)14( +=− kkm   

При 14>k  получаем:  
14
142

−
+

=
k
km  или 

.
14

422
−

+=
k

m  

Число 14−k  - это один из восьми делителей 
числа 42. Перебирая их по очереди, мы получим 
все возможные решения (8 пар чисел  k  и  m). 
Вот они: (15; 44), (16; 23), (17; 16), (20; 9), (21; 
8), (28; 5), (35; 4), (56; 3). 
Для каждой пары последовательно находим ко-
личества перевозимых детей, равные km3 :  
1980, 1104, 816, 540, 504, 420, 420 и 504. Из них 
выбираем наибольшее. 
Ответ:  1980 детей перевозятся тремя автобу-
сами типа  В  (по 15 человек) за 44 рейса или 
двумя автобусами типа  А (по 22 человека) за 45 
рейсов. 
12.2.  (2010, 10 класс)  Шарики можно разло-
жить в пакетики, а пакетики упаковать в короб-
ки, по 3 пакетика в одну коробку. Можно эти же 
шарики разложить в пакетики так, что в каждом 
пакетике будет на 3 шарика больше, чем рань-
ше, но тогда в каждой коробке будет лежать по 
2 пакетика, а коробок потребуется на 2 больше. 
Какое наибольшее количество шариков может 
быть при таких условиях?  
Решение. Пусть в каждой из  х  коробок лежит 
три пакетика, по  n  шариков в каждом. Во вто-
ром случае коробок  ,2+x  пакетиков в коробке 
2, а шариков в пакетике  .3+n  По условию за-
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дачи получаем: ),2)(3(23 ++= xnnx  откуда 

.
4

616
4

366
4
126

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+=

−
+=

−
+

=
xxx

xn  

Заметим, что из 0>n  следует, что ,1
4

6
−>

−x
 

откуда .4>x  Учитывая, что числа  n  и  x  нату-
ральные, получаем, что  4−x   - натуральный 
делитель числа 36. Количество шариков при 
этом  

.108
4

2418
4

6183)( +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+==

x
x

x
xxnxxf  

Решение находим перебором делителей. 
Ответ:  840. 
Комментарий. Перебор можно заменить иссле-

дованием функции. Функция  
4

24
−

+=
x

xy  мо-

нотонно убывает при  6244 +≤< x  и моно-
тонно возрастает при .624 +≥x  Следователь-
но, наибольшее значение функции  )(xf  дости-
гается, если  4−x  - наибольший или наимень-
ший натуральный делитель числа 36. 
Если ,14 =−x  то ,5=x  

.630108)245(18)5( =++=f  
Если ,364 =−x  то ,40=x  

.840108
3
24018)40( =+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=f  

Предполагаемые критерии: 
Содержание критерия Баллы 

Обоснованно получен пра-
вильный ответ. 4 

Имеется вычислительная 
ошибка, возможно, привед-
шая к неверному ответу, но 
правильно организован пе-
ребор. 

3 

Ответ, возможно, неверен, 
однако правильно обозна-
чен перебор с использова-
нием геометрических или 
аналитических соображе-
ний. 

2 

Решения ищутся прямым 
перебором с ошибками. От-
вет отсутствует или неве-
рен. 

1 

Решение не соответствует 
ни одному из критериев, пе-
речисленных выше. 

0 

 
 

 
12.4.  Целые числа  x,   y  и   z  образуют геомет-
рическую прогрессию, а числа   ,35 +x  2y  и 

53 +z  - арифметическую прогрессию (в указан-
ном порядке). Найдите  x,   y  и   z.  (МГУ, 2008) 
Решение. Из системы уравнений  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∈
++=

=

Zzyx
zxy

xzy

,,
8352 2

2

  

получим соотношение  8352 ++= zxxz  ⇔  

.
32

3152
−

+=
x

z  Учитывая условие целочислен-

ности, приходим к выводу, что выражение 

32
31
−x

 принимает  целые значения, т.е. разность   

32 −x  является делителем 31. Итак, возможны 
лишь случаи .31;132 ±±=−x  Осуществляя их 
перебор с учетом требований  ,,0 Zyxz ∈≥  
имеем единственную возможность  

,36,18,2 2 === yzx  приводящую к ответу. 
Ответ:  ).18;6;2(),18;6;2( −  
12.5.  (2010, 10 класс)  Натуральные числа  a,    
b,   c  образуют возрастающую арифметическую 
прогрессию, причем все они больше 1000 и яв-
ляются квадратами натуральных чисел. Найдите 
наименьшее возможное, при указанных услови-
ях, значение  b. 
Решение. Пусть  ;,, 222 ccbbaa ′=′=′=  

;cba ′<′<′  ;32≥′a  ., Zttab ∈+′=′  
Тогда ;242 2222 cattaa ′+′=+′+′  

.2)2)(2( 2tctacta =′−+′′++′  Положим  
,2 ctap ′++′=  ;2 ctaq ′−+′=  .2cqp ′=−  

Значит, числа  p  и  q – одинаковой четности, а 
так как  ,2 2tpq =  то ,2np =  mq 2=  ).,( Zmn ∈  
Отсюда  ).(2 Zvvt ∈=  
Значит, 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

−=
−

=′

+=
+

=+′

22
2

2
2

vnm

mnqpc

mnqpta

 ⇔  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

≥−=′
≥−+=′

22
34

324

vnm
mnc

vmna
 

При этих условиях необходимо найти минимум  
.2vmnb −+=′  

Так как  ,1,35 ≥≥ mn  то .352 2 ≥= nmv  Отсюда  
.5≥v  

Далее перебираем случаи: 
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1) .5=v  Тогда 
⎩
⎨
⎧

≥≥≥−
≥+=

1,35,34
52,50

mnmn
mnnm

 Реше-

ний нет. 

2) .6=v  Тогда 
⎩
⎨
⎧

≥≥≥−
≥+=

1,35,34
56,72

mnmn
mnnm

 Отсюда  

.61=′b  

3) .7=v  Тогда 
⎩
⎨
⎧

≥≥≥−
≥+=

1,35,34
60,98

mnmn
mnnm

 Отсюда  

.85=′b  

4) .8=v  Тогда 
⎩
⎨
⎧

≥≥≥−
≥+=

1,35,34
64,128
mnmn

mnnm
 Отсюда  

.50;113 =′=′ bb  
5) .9=v  Тогда .501832232 =+≥+≥′ vb  
Значит, наименьшее значение ,25002 =′=bb  при 
этом  .62;34 22 == ca  
Ответ:  2500. 
12.7.  (2010)  Последние члены двух конечных 
арифметических прогрессий  Naaa ,...,8,5 21 ==  
и  Mbbb ,...,14,9 21 ==  совпадают, а сумма всех 
совпадающих (взятых по одному разу) членов 
этих прогрессий равна 815. Найдите число чле-
нов в каждой прогрессии. 
Решение. Имеем  Nmmam ,...,1),1(35 =−+=  и 

.,...,1),1(59 Mkkbk =−+=  
Общие члены прогрессий удовлетворяют урав-
нению )1(59)1(35 −+=−+ km  ⇔  .253 += km  
Левая часть последнего уравнения делится на 3, 
поэтому  ,3153;13 −=−= nmnk  где .1 Ln ≤≤  
Найдем  L. Общие члены двух прогрессий сами 
образуют арифметическую прогрессию с пер-
вым членом равным 14, а последним – равным 

.115 −L  
Значит,  

815
2

11514
=

−+ LL  ⇔  .016301315 2 =−+ LL  От-

сюда .10=L  Поэтому ,2913 =−= LM  
.4915 =−= LN  

Ответ: 49 и 29. 
12.8.  (2010) Найдите все пары пятизначных чи-
сел  х,   у, такие, что число  ,xy  полученное при-
писыванием десятичной записи числа  у  после 
десятичной записи числа  х, делится на ху. 
Решение. Условию задачи соответствует урав-
нение nxyyx =+⋅510 . Перепишем это уравне-
ние в виде ).1(105 −=⋅ nxyx    
Так как 1−nx  не делится на х, то у делится на  х, 
т.е. .txy =  Тогда ).1(105 −= nxt  Из последнего 

равенства следует, то  t  должно быть делителем 
числа .105  При этом  t  не может быть слишком 
большим: число 1−nx  не меньше, чем 9999. 
Следовательно,  t  должно содержаться среди 
чисел  1, 2, 4, 5, 8, 10. 
1) .1=t  Имеем .1000011105 =+=nx  Заметим, 
что число  n  не должно быть больше 10, в про-
тивном случае  х  не будет пятизначным. Ис-
пользуя признаки делимости, убеждаемся, что 
число 100001 не имеет делителей меньше 11. 
Таким образом, значение 1=t  не подходит.  
2) .2=t  Имеем .5000112/105 =+=nx  При 1=n  
получаем  ,50001=x  но тогда  100002=y  ока-
зывается шестизначным числом. Если ,3=n  то 
получаем 16667=x  и .33334=y  Найденные 
числа удовлетворяют условиям задачи. Других 
делителей, кроме ,3;1=n  при которых частное 
50001/n  было бы пятизначным, число 50001 не 
имеет. 
3) .4=t  Имеем .2500114/105 =+=nx  Так как  х 
– пятизначное число,  n  не должно превышать 
числа 2. При 1=n  получаем  .25001=x  Но то-
гда  100004=y  оказывается шестизначным 
числом. 
4) .5=t  Имеем .2000115/105 =+=nx  Так же, 
как и выше, при 1=n  число  у  оказывается 
шестизначным. 
5) .8=t  Имеем .1250118/105 =+=nx  При 1=n  
получаем 12501=x  и 100004=y . 
6) .10=t  Имеем .10001110/105 =+=nx  При 

1=n  получаем 10001=x  и 100010=y . 
Ответ: 16667=x ; .33334=y  
 
 

13.  Уравнения, содержащие функцию  
«целая часть числа» ][x   

 

13.1.  Решите уравнение  .
11

)1(16
7

198 +
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ + xx  

Решение. Корень уравнения должен удовлетво-
рять неравенствам 

,1
11

)1(16
7

1980 <
+

−
+

≤
xx  т.е. .

24
14

6
5

≤< x  (1) 

Положим  ,
11

)1(16 tx
=

+  где  t – целое число. От-

сюда  .
16

1611 −
=

tx  (2) 

Подставив это выражение  х  в данное уравне-
ние, получим: 
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.
14

2211 tt
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +  

По определению целой части числа  

.1
14

22110 <−
+

≤ tt  Отсюда  .
3
17

3
22 ≤< t  

Следовательно, неизвестное  t  может принимать 
лишь следующие целые значения: 3, 4, 5, 6, 7. 
Подставляя последовательно каждое из этих 
значений  t   в уравнение (2), найдем, что при 
условии (1) исходное уравнение имеет лишь 
пять корней. 

Ответ:  ;
16
11  ;

4
31  ;

16
72  ;

8
13  .

16
133  

13.3.  Решите уравнение  .10]10[ xxx =+  (МГУ, 
1996) 

Решение. Поскольку ,}{][ xxx =+  уравнение 
можно переписать в виде  }.10{ xx =  Введем но-
вую неизвестную .10 tx =  Для нее наше уравне-

ние примет вид }.{
10

tt
=   (*) 

Это уравнение равносильно бесконечной сово-
купности систем 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈−=

+<≤

Znntt
ntn

,
10

1
 

Уравнение ntt
−=

10
 при всех Zn∈  имеет 

единственный корень  .
9

10ntn =  Это число бу-

дет корнем уравнения (*) тогда и только тогда, 
когда выполнено неравенство 

1
9

10
+<≤ nnn  ⇔  

⎩
⎨
⎧

<
≥

9
0

n
n

 ⇔  .8....,,1,0=n  

Ответ:  ,
9
nxn =  .8....,,1,0=n  

13.4.  Решите уравнение  .3][3 =− xx  (ММО, 
1957, 9 класс) 

Указание.  },{][ xxx −=  где  1}{0 <≤ x  - дроб-
ная часть;  ,3}{3 =+− xxx  откуда 

.3)1(2 2 ≤−< xx  
Ответ:  .43  
13.5.  (2010) Найдите все натуральные значения  

n, удовлетворяющие уравнению  
[ ] [ ],110042008110042008 22 +=+ nn   где  [x] – 
наибольшее целое число, не превосходящее  
х. 

Решение. Понятно, что  
.1005110041004 2 <+<   (*) 

Пусть  .1004110042 a+=+  

Покажем, что  .
2008

1
2009

1
<< a   (**) 

Действительно, =−+= 1004110042a  

=
++

++−+
=

100411004
)100411004)(100411004(

2

22

 

.
100411004

1
2 ++

=  

Поэтому 

   
2009

1
10041005

1
100411004

1
2

=
+

>
++

=a  и  

.
2008

1
10041004

1
100411004

1
2

=
+

<
++

=a  

Теперь, используя (**), получаем   
12009 >a  и .12008 <a  (***) 

Тогда  [ ] [ ] =+=+ )1004(2008110042008 2 ann  
[ ] [ ] 202008200810042008)1004(2008 ⋅⋅=+⋅=+= nanan

При  ,2008,...,1=n  используя (***), вычисляем  

[ ] =+=+ )]1004([2008110042008 2 ann  
10042008)]1004[2008 ⋅⋅=⋅+⋅= nann  и следова-

тельно, для  2008,...,1=n  выполнено соотноше-
ние из задачи. 
При ,2009≥n  используя  (***), вычисляем 

[ ] =+=+ )]1004([2008110042008 2 ann  
)11004(2008)]1004[2008 +⋅⋅=⋅+⋅= nann  и сле-

довательно, для 2009≥n  соотношение из усло-
вия задачи не выполнено. 
Ответ:  .2008...,,3,2,1=n   

 
14. Неравенства  

 
14.1. (2010) Найдите все пары );( yx  целых чи-
сел, удовлетворяющие системе неравенств:  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

++>−

−−<+

2711232
1662018

22

22

yxyx
yxyx

 

Решение. Выделяя полные квадраты, получаем: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∈
<++−

<++−

Zyx
yx

yx

,
21)6()16(
15)10()9(

22

22

 

Из первого и второго неравенства системы: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<−

<−

;21)16(
15)9(

2

2

x
x

 
⎩
⎨
⎧

≤≤
≤≤

;2012
126

x
x

 .12=x  

Подставляя  12=x  в систему, получаем: 
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∈
<+

<+

;
5)6(
6)10(

2

2

Zy
y
y

 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∈
≤+≤−
≤+≤−

;
262
2102

Zy
y
y

  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∈
−≤≤−
−≤≤−

;
48
812

Zy
y
y

 

.8−=y  
Ответ: ).8;12( −  
14.2. (2010) Найдите все пары );( yx  целых чи-
сел, удовлетворяющие системе неравенств:  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<+

<+−++

2
152

0167282422 22

yx

yxyx
 

Решение. Выделяя полные квадраты, получаем: 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

∈

<+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=<−++

Zyx

yx

yx

,
2

152

2
3

2
3)7()6(

2

22

 

Первое неравенство имеет пять пар решений: 
),7;6(−  ),7;5(−  );8;6(−  ),7;7(−  ).6;6(−   

Второму условию системы удовлетворяют толь-
ко четвертая и пятая пары. 
Ответ: ),7;7(−  ).6;6(−  
14.3. Найдите все целые решения неравенства  

).3(log1 6 +<− xx  (МГУ, 1972) 
Первое решение  показано в разделе «Методы 
решения». 
Второе решение.   В область допустимых зна-
чений неизвестной входят только ,3−>x  и лег-
ко проверить непосредственно, что числа  

1;0;1;2 −−  являются решениями данного нера-
венства.  
При подстановке следующих значений, мы ви-
дим, что они не являются решениями: при уве-
личении  х  разность между левой и правой час-
тями увеличивается.  
Задача сводится к следующей: доказать, что 
функция )3(log)( 6 +−= xxxf  - возрастающая.  
Имеем  =−+ )()1( xfxf  
 =++−+−+= )3(log)4(log1 66 xxxx  

,1
4
3log6 +

+
+

=
x
x  так что неравенство 

0)()1( >−+ xfxf  равносильно неравенству  

,
6
1

4
3
>

+
+

x
x  которое выполняется при положи-

тельных значениях  х. Следовательно, неравен-

ство выполняется только при полученных выше 
значениях.  
Ответ: 1;0;1;2 −−  
14.6.  Найдите все целочисленные решения сис-
темы 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<−+

+<−

21

122

xy

yxx
 (МГУ, 2006) 

Указание. Из данной системы следует, что 
,21 <<− y  так что возможны лишь  0=y  и 

.1=y  
Ответ: ),0;0(  ),0;2(  ).1;1(  

 
15. Задачи с параметрами 

 
15.1.  Найдите все значения параметра  а, при 
каждом из которых существует единственная 
пара целых чисел  х  и   у, удовлетворяющая ус-
ловиям  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<+

<
=−+−

032

721115

2

22

ayxa
yx

yxyx
 (МГУ, 1985) 

Решение. Уравнение системы приводим к виду  
7)52)(3( =−− xyyx  и затем решаем четыре 

системы уравнений в целых числах. Из четырех 
решений ),38;15(  ),26;9(  ),38;15( −−  )26;9( −−  
только пары )38;15(  и )26;9(  удовлетворяют 
неравенству .yx <  
Таким образом, требуется найти все значения 
параметра  а, при каждом из которых выполня-
ется только одно из неравенств 

0383152 2 <⋅+⋅ aa  и 026392 2 <⋅+⋅ aa  или 
0195 2 <+ aa  и .0133 2 <+ aa  

Множество решений первого неравенства имеет 

вид .0
5

19
<<− a  Решения второго неравенства 

составляют промежуток .0
3

13
<<− a  Следова-

тельно, условию задачи удовлетворяют все чис-

ла  а  из промежутка  .
5

19
3

13
−≤<− a  

Ответ:  .
5

19
3

13
−≤<− a  

15.3.  Найдите все значения параметра  р, при 
каждом из которых число целочисленных реше-
ний неравенства  03)1(52 ≤+−+++ ppxxx  
максимально. (МГУ, 1992) 
Решение. Найдем графическое решение данного 
неравенства. Рассмотрим два случая. 
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1)  Пусть ,0≥− px   т.е. ,xp ≤  тогда имеем 
033552 ≤+−+++ ppxxx  или 

( ).58
2
1 2 ++≥ xxp  

Системе ( )⎩
⎨
⎧

++≥

≤

585,0 2 xxp
xp

  удовлетворяют ко-

ординаты точек, расположенных не выше пря-
мой xp =  и не ниже параболы 

( )585,0 2 ++= xxp  с вершиной  ).5,5;4( −−  
2)  Пусть ,0≤− px   т.е. ,xp ≥  тогда имеем 

033552 ≤++−++ ppxxx  или 

( ).52
4
1 2 ++−≤ xxp  

Системе ( )⎩
⎨
⎧

++−≤

≥

5825,0 2 xxp
xp

  удовлетворяют 

координаты точек, расположенных не ниже 
прямой xp =  и не выше параболы 

( )5225,0 2 ++−= xxp  с вершиной  ).1;1( −−  
3) Найдем координаты точек пересечения двух 
парабол и каждой из парабол с прямой xp = . 

а) ( )⎩
⎨
⎧

++=

=

585,0 2 xxp
xp

 ⇔  

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⎢
⎣

⎡
−=
−=

⎢
⎣

⎡
−=
−=

5
5

1
1

p
x

p
x

   

б) ( )⎩
⎨
⎧

++−=

=

5225,0 2 xxp
xp

 ⇔  

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⎢
⎣

⎡
−=
−=

⎢
⎣

⎡
−=
−=

5
5

1
1

p
x

p
x

 

в) 
( )

( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

++=

++−=

585,0
5225,0

2

2

xxp
xxp

 ⇔  

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⎢
⎣

⎡
−=
−=

⎢
⎣

⎡
−=
−=

5
5

1
1

p
x

p
x

 

Таким образом, область решений данного нера-
венства задается условиями: 

;15 −≤≤− x  
( ) ( ).5225,0585,0 22 ++−≤≤++ xxpxx  (*) 

 

 
 

4) В данном множестве решений имеются точки 
с целочисленной координатой  ,5−=x  ,4−=x  

,3−=x  ,2−=x  .1−=x  
Подставим 5−=x  в неравенство (*), получим 

.5−=p  
Подставим 4−=x  в неравенство (*), получим 

.25,35,5 −≤≤− p  
Подставим 3−=x  в неравенство (*), получим 

.25 −≤≤− p  
Подставим 2−=x  в неравенство (*), получим 

.25,15,1 −≤≤− p  
Подставим 1−=x  в неравенство (*), получим 

.1−=p  
5)  Каким может быть максимальное число це-
лых решений? От одного до пяти.  
Если считать, что их пять, тогда система пяти 
полученных условий должна быть совместна. 
Но она не имеет решений. 
Если считать, что их четыре последовательных 
числа, то решая систему из первых четырех ус-
ловий и систему следующих четырех условий, 
получаем, что они не совместны.  
Пусть имеется три последовательных целых ре-
шений, тогда решаем системы из трех последо-
вательных условий: 

а) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−≤≤−
−≤≤−

−=

25
25,35,5

5

p
p

p
 ⇔  5−=p ;    

б) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−≤≤−
−≤≤−
−≤≤−

25,15,3
25

25,35,5

p
p

p
 ⇔  25,35,3 −≤≤− p ;  
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в) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
−≤≤−

−≤≤−

1
25,15,3

25

p
p

p
 нет решений. 

Ответ:  { } ].25,3;5,3[5 −−∪−  
15.6.  (2010, 10 класс) Найдите все значения па-
раметра, при каждом из которых среди значений 

функции  2

2

6
2

x
axxy

+
+−

=  есть ровно одно целое 

число. 
Решение. Функция определена и непрерывна 
при всех .Rx∈  Выделим целую часть 

.
6

621 2x
axy

+
−+

−=  Отсюда следует, что при лю-

бом  а  среди значений функции есть число 1, 
для этого достаточно выполнения условия   

062 =−+ ax  или .
2

6−
=

ax  

Теперь поставим условия, при которых множе-
ство значений данной функции содержатся в 
промежутке (0; 2) при всех значениях  .Rx∈  

2
6

6210 2 <
+

−+
−<

x
ax  ⇔    1

6
621 2 <

+
−+

−<−
x

ax  

⇔  22 6626 xaxx +<+−−<−−   ⇔  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>−++

>+−

0122
02

2

2

axx
axx

 ⇔  
⎩
⎨
⎧

<+−=′
<−=′

0121
01
aD

aD
 ⇔  

⇔  
⎩
⎨
⎧

<
>

11
1

a
a

 ⇔  .111 << a  

Ответ: .111 << a  
15.8.  Найдите все значения параметра  а, при 
каждом из которых множество решений нера-
венства 035243646 22 <+−−++ axaxax   со-
держит хотя бы одно целое решение. (МГУ, 
2007) 
Указание.  Необходимым и достаточным усло-
вием существования решений квадратного отно-
сительно  а  неравенства является 

,0)3536(4)123( 22 >+−−− xxx  т.е. 

.
15
82

15
82 +−<<−− x  Полученному интер-

валу принадлежат всего пять целых значений  х, 
для каждого из которых надо найти соответст-
вующие значения параметра  а. 
Ответ:  (2; 7). 
15.9.  Найдите все значения  а, при каждом из 
которых ровно пять различных наборов нату-
ральных чисел  );;( zyx  удовлетворяет системе 
условий  

  
⎩
⎨
⎧

>⋅+⋅+⋅
=−+−−
.
0932412 2

xyzxyaxzayza
yxyxx

 (МГУ, 1999) 

Указание. Из первого уравнения получаем  

,
32

1276
−

++=
x

xy  откуда х  может равняться 1, 

2 или 3, а  у,  соответственно, 1, 31 и 29. Оста-
лось подставить найденные пары в неравенство 
исходной системы и выяснить, при каких  а  
ровно пять натуральных чисел  z  дают вместе с   
х  и  у  решения задачи. 

Ответ:  .
13
6;

11
5

⎥⎦
⎤

⎜
⎝
⎛  

 
 

Список опорных задач 
 
● НОД ( )ba;  =  НОД ( )baa +;  
● НОД ( )ba;  =  НОД ( )baa −;  
● Если целые числа  a  и  b  взаимно просты, то 
их сумма  ba +   и  произведение  ab  также яв-
ляются взаимно простыми числами. 
● Если целые числа  a  и  b  являются взаимно 
простыми, то НОД ( )baba −+ ;  равен 1 или 2. 
Доказательство. Положим  
 НОД ( )baba −+ ;  = d.  Тогда ,|)( dba +   

.|)( dba −  Следовательно, сумма и разность чи-
сел  ba +  и  ba − , равные соответственно  a2  и 

b2  делятся на d.  Но числа а и b по условию 
взаимно просты, поэтому 2 делится на d:  .|2 d  
Отсюда 1=d  или .2=d  Оба эти случая воз-
можны.  Действительно, d = 1, если числа а и b 
разной четности, и d = 2, если они нечетны.  
● Любые два последовательных натуральных 
числа взаимно просты. 
● Наибольший общий делитель любых двух по-
следовательных четных натуральных чисел ра-
вен 2. 
● Любые два последовательных нечетных нату-
ральных числа  взаимно просты. 
● Если целые числа  a  и  b  являются взаимно 
простыми, то  НОД ( )22; bababa +−+  равен 1 
или 3. 
● Если натуральные числа  m  и  n  взаимно про-
сты, то НОД ( )22; nmnm ++   равен 1 или 2. 
Доказательство. Пусть  d – общий делитель 
чисел   nm +   и  22 nm + . Тогда на  d  делится 
также число ,)( 2nm +  а значит, и число 

.2)()( 222 mnnmnm =+−+   
Итак, d  является общим делителем чисел  nm+  
и .2mn  Но nm +  и  m  не могут иметь общих де-
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лителей, отличных от 1 (так как  m  и  n  взаимно 
просты), и тоже справедливо для чисел nm +  и  
n. Следовательно, d  является делителем числа 2, 
т.е. 1=d  или .2=d  
 
 

*** 
 

● Квадрат любого натурального числа или де-
лится на 2 (на 4), когда само число чётное, или 
при делении на 2 (на 4) даёт в остатке 1.  
● Квадрат любого натурального числа или де-
лится на 3, когда на 3 делится само число, или 
при делении на 3 даёт в остатке 1.  
● Квадрат любого натурального числа или де-
лится на 5, когда на 5 делится само число, или 
при делении на 5 даёт в остатке 1 или 4.  
● Квадрат любого натурального числа или де-
лится на 7, когда на 7 делится само число, или 
при делении на 7 даёт в остатке 1, 2 или 4.  
● Разность квадратов двух целых чисел одина-
ковой чётности делится на 4.  
 

*** 
 
● Число  n4  при делении на 3    дает в остатке 1.  

Действительно, 
,1313...33)13(4 1 +=++++=+= − tnnnn  

где  ., Ntn ∈  
● Число  n25  при делении на 3   дает в остатке 1, 
а  125 +n  дает в остатке 2. 

Действительно, 
,13124)124(2552 +=+=+== tpnnn   

,132315)13(55 12 +=++=+=+ tppn где  
.,, Ntpn ∈  

  
*** 

 
● При делении на 3 куб целого числа и само 
число дают одинаковые остатки (0, 1, 2).  
● При делении на 9 куб целого числа дает в ос-
татке 0, 1, 8. 
● При делении на 4 куб целого числа дает в ос-
татке 0, 1, 3. 
 

*** 
 

● Число  5N  оканчивается на ту же цифру, что и 
число  N. 
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