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Многовариантные задачи  
по планиметрии 

 
1. Взаимное расположение элементов фигу-

ры:  
а) выбор линейного элемента;  
б)  выбор углового элемента; 
в) выбор отношения отрезков, площадей 
фигур. 

2. Взаимное расположение двух фигур: 
а) точки и прямой (расположение точки 
на прямой или в одной из полуплоско-
стей); 
б) точки и двух параллельных прямых; 
в) точки и отрезка, лежащих на одной 
прямой (или трех точек, лежащих на од-
ной прямой); 
г) точки и окружности; 
д) точки и многоугольника; 
е) вписанный угол, опирающийся на хор-
ду (вид угла – острый, прямой или ту-
пой); 
ж) треугольник, вписанный в окружность 
(расположение центра окружности отно-
сительно треугольника); 
з) трапеция, вписанная в окружность 
(расположение центра окружности отно-
сительно трапеции); 
и) касающиеся окружности (внутреннее 
или внешнее касание); 
к) непересекающиеся окружности и каса-
тельные (внутренние или внешние); 
л) пересекающиеся окружности (распо-
ложение центров окружностей относи-
тельно их общей хорды) 
 
 
 

 
 

Выбор средней линии треугольника 
 

Пример 1. Площадь треугольника ABC равна 4. 
 — средняя линия. Найдите площадь тре-

угольника CDE. 
 
● Прямая, параллельная стороне треугольника, 
отсекает от него треугольник, подобный дан-
ному. 
• Медиана делит треугольник на два равновели-
ких треугольника. 
 
Решение. 1) Отрезок DE  параллелен отрезку 
АВ. Треугольники  EDC  и  АВС подобны. Тогда 
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2) Отрезок DE  параллелен отрезку ВС. Так как 
CD – медиана треугольника АВС, то 
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угольника АDС, поэтому 
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3) Отрезок DE  параллелен отрезку АС (рас-
смотрите самостоятельно). 
Ответ: 1. 
 

Выбор оснований трапеции  
 

1 
 



Пример 2. (2010) Диагонали  АС  и  BD  трапе-
ции ABCD  пересекаются в точке  Е. Найдите 
площадь трапеции, если площадь треугольника  
AED  равна 9, а точка  Е делит одну из диагона-
лей в отношении 1:3. 
 
● Трапеция разбивается диагоналями на два 
равновеликих треугольника (примыкающих к 
боковым сторонам) и два подобных треуголь-
ника (примыкающих к основаниям). (докажите) 
• Если у двух треугольников равны высоты, то 
их площади относятся как основания. (докажи-
те) 
 
Решение. Пусть точка Е делит диагональ в от-
ношении 1:3, считая от вершины верхнего осно-
вания. 
1) Рассмотрим трапецию с основаниями  ВС  и  
AD. Треугольники  АED  и  СЕВ  подобны (по 
двум углам), причем коэффициент подобия ра-

вен .3==
EC
AEk   

Значит,  Треугольники  
АВE   и  ВЕС имеют общую высоту, поэтому  
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.169331 =+++

 Аналогично  

 Искомая площадь равна 
 

3=DECS
=ABCDS

Остальные случаи выбора оснований трапеции 
рассмотрите самостоятельно. 

 

 
 

 
 

 
Замечание. В задаче кроме неопределенности в 
выборе оснований трапеции имеется неопреде-

ленность в выборе отношения.  Рассмотрите са-
мостоятельно случаи, когда точка Е делит диа-
гональ в отношении 1:3, считая от вершины 
нижнего основания. Как это отразится на рисун-
ке? 
Ответ: 16; 48; 144. 
 
 

Выбор отношения отрезков, площадей 
 

Пример 3. (2010) Основания трапеции равны  a  
и  b. Прямая, параллельная  основаниям, разби-
вает трапецию на две трапеции, площади кото-
рых  относятся как 2:3. Найдите длину отрезка 
этой прямой, заключенного внутри трапеции. 
Первое решение. Обозначим искомый отрезок  
EF  через  х. 
1) Пусть площади трапеций DCFE  и ABFE  от-
носятся как 2:3. 
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1h и   -  высоты этих трапеций. 2h
Через точку  F  проведем отрезок  РН  парал-
лельно  AD. Тогда треугольники  PBF  и  HCF  
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Используем соотношение (*): 
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Решая полученное уравнение относительно пе-
ременной  х, получаем  ( ) ( ),23 2222 xabx −=−  
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Второе решение. Обозначим ,1SSDCFE =  

,2SS ABFE =  тогда   .5,1 12 SS =



Достроим трапецию ABCD до треугольника 
АВН  и обозначим  .  SSDCH =

 
Так как треугольники  АВН  и  DCH  подобны 
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Так как треугольники  EFН  и  DCH  подобны 
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Теперь разделим одно равенство на другое 
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С учетом соотношения   получаем 
уравнение относительно переменной  х:  
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2) Случай, когда площади трапеций  ABFE  и 
DCFE   относятся как 2:3, рассмотрите само-
стоятельно. В этом случае  площади трапеций 
DCFE  и ABFE  относятся как 3:2. 

Ответ: 
5
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Выбор угла треугольника  
 

Пример 4. Площадь треугольника равна 12. Две 
его стороны равны 6 и 8. Найдите угол между 
этими сторонами. 
Решение. Используя формулу  ,sin5,0 γabS =Δ  
получаем .5,0sin =γ   Значит  или  

  

30=γ
.150=γ

Ответ:  или   30 .150
Пример 5. (2010) Треугольник  ABC  вписан в 
окружность радиуса 12. Известно, что АВ = 6 и  
ВС = 4. Найдите АС. 
Первое решение. Используя обобщенную тео-

рему синусов, найдем ,
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Так как  ,180 CAB ∠−∠−=∠
то   ).sin()180sin(sin CACAB ∠+∠=∠−∠−=∠
1) Если треугольник  АВС – остроугольный, то 
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Воспользуемся формулой сложения 
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Далее находим искомую величину 
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2) Пусть угол  С – тупой, тогда 
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3) Случай, когда угол  А – тупой, невозможен 
(почему?). 
Второе решение. Используем теорему косину-
сов  и следст-
вие из теоремы синусов . Отсюда 
получаем  тригонометрическое уравнение  

. Решая последнее 

уравнение, находим  

BBCABBCABAC cos2222 ⋅−+=
BRAC sin2=

BB cos481636sin 2 −+=576

24
2151cos ±

=B . Положи-

тельное значение косинуса соответствует ост-
рому углу В, отрицательное – тупому углу В. 

Зная значение 
24

1535
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211050sin ±
=

±
=B , 

находим  1535 ±=AC . 
Ответ: 1535 ± . 
 

Выбор угла параллелограмма 
3 
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,
Пример 6. (2010) В параллелограмме  ABCD  
известны стороны     и  ,aAB = bBC =

.α=∠BAD   Найдите расстояние между цен-
трами окружностей, описанных около треуголь-
ников  BCD   и   DAB.  
Решение. Диагональ  BD разбивает параллело-
грамм на два равных треугольника  BCD   и   
DAB. Поэтому по разные стороны от прямой BD 
расположены центры  О  и  Q  описанных около 
них окружностей, лежащие на серединном пер-
пендикуляре  OQ  к их общей стороне  BD. Сле-
довательно,  где  М – середина  BD. ,2OMOQ =
1)  Пусть   тогда центр О лежит внутри 
треугольника DAB. Получаем  

,90<α
,2α=∠BOD  

.
2
1 α=∠=∠ BODBOM  Из треугольника  ВОМ  

находим  .αctgBMOM ⋅=  Тогда   
.22 αα ctgBDctgBMOMOQ ⋅=⋅==  

BD находим из треугольника DAB: 
.cos222 αabbaBD −+=  

Следовательно, .cos222 αα ctgabbaOQ ⋅−+=  
 

 
2)  Пусть   тогда точки  О  и  Q  совпа-
дают  и  

,90=α
.0=OQ

 
3)  Пусть   тогда центр О лежит вне 
треугольника DAB. Получаем угол, опирающий-
ся на большую дугу ,

,90>α

2α=∠BOD
2360 α−

 а в треуголь-
нике BOD    ,=∠BOD

.180
2
1 α−=∠=∠ BODBOM  Из треугольника  

ВОМ  находим   
.)()180( αα ctgBMctgBMOM −⋅=−⋅=   

Тогда  
).()(22 αα ctgBDctgBMOMOQ −⋅=−⋅==  

BD находим из треугольника DAB: 
.cos222 αabbaBD −+=  

Следовательно, 
.)(cos222 αα ctgabbaOQ −⋅−+=  

 

 
 
Ответ: ,cos222 αα ctgabba ⋅−+   если  

  0,  если   ;900 << α ;90=α

,)(cos222 αα ctgabba −⋅−+ если  
 ;18090 << α

в общем виде .cos222 αα ctgabba ⋅−+  
 



Выбор угла трапеции 
 

Пример 7. (2010) Дана трапеция  ABCD  с боко-
выми сторонами  АВ = 36, CD = 34  и верхним 
основанием .  Известно, что 10=BC

.

5 
 

3
1cos −=∠ ABC  Найдите  BD. 

Решение. 1) Проведем  СЕ  параллельно  АВ. 
Тогда  АВСЕ – параллелограмм. 

  ,ABCAEC ∠=∠ ,180 AECDEC ∠−=∠

3
1cos =∠DEC  и  .

3
1cos =∠DAB  

2) Обозначим  ED  через  х. В треугольнике  
DEC  используем теорему косинусов. 

,
3
13623634 222 ⋅⋅⋅−+= xx   .0140242 =+− xx

Отсюда   или   14=x .10=x
3) В треугольнике  АВD  используем теорему 
косинусов. 
Если   то   ,14=x .24=AD

;1296
3
1243622436 222 =⋅⋅⋅−+=BD   .36=BD

В этом случае угол  D – острый. (докажите) 
Если   то   ,10=x .20=AD

;1216
3
1203622036 222 =⋅⋅⋅−+=BD  

.198=BD  
В этом случае угол  D – тупой. (докажите) 

 

 
 
 

 
Ответ: 36 или .198  

 
 

Вид угла (острый, прямой, тупой) 
 
Пример 8. (2010) Трапеция  ABCD  с основа-
ниями  AD  и  ВС  вписана в окружность с цен-
тром  О. Найдите высоту трапеции, если ее 

средняя линия равна 3 и .
5
3sin =∠AOB   

 
● Проекция боковой стороны равнобедренной 
трапеции на большее основание равна полураз-
ности оснований, а проекция диагонали — полу-
сумме оснований (средней линии). (докажите) 
• Вписанный угол измеряется половиной дуги, на 
которую он опирается. 
 
Решение. Пусть .α=∠AOB  Проведем высоту  
ВН  и диагональ  BD. Отрезок  НD  равен сред-
ней линии. Так как вписанный угол BDА в два 
раза меньше центрального угла  АОВ, то 

.
2
α

=∠ADB  Из прямоугольного треугольника 

ВНD найдем высоту  .
2
αtgHDBH = ⋅  Использу-

ем формулу тангенса половинного угла  

.
cos1

sin
2 α

αα
+

=tg  Тогда  .
cos1

sin3
α
α

+
=BH  

1) Рассмотрим случай, когда α=∠AOB  – ост-

рый. Находим  
5
4cos =α  и  .1

5
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5
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⋅
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2) Второй случай, когда α=∠AOB  – тупой, 
рассмотрите самостоятельно. 
3) Почему не рассматривается случай, когда 

 ?90=∠AOB
Ответ: 9 или 1. 



 
 

Взаимное расположение точки и отрезка,  
лежащие на одной прямой 

 
Пример 9. (2010) В прямоугольнике  ABCD  

2=AB , .3=BC  Точка  Е  на прямой  АВ  вы-
брана так, что  Найдите  АЕ.  .DECAED ∠=∠
Решение. По свойству параллельных прямых 

 Следовательно, треугольник 
DEC равнобедренный, и Получим 
прямоугольный треугольник ВЕС с гипотенузой 

 и катетом 

.EDCAED ∠=∠

2=EC

.2==CDEC

.3
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=BC  По теореме Пифа-
гора  .1=BE
1) Если точка Е  лежит между А  и  В (точка Е1 
на рисунке), то  .1=AE
2) Если точка В  лежит между А  и  Е (точка Е2 
на рисунке), то  .3=AE
3) Случай, когда точка А  лежит между В  и  Е, 
невозможен (почему?). 

 
Ответ: 1  или  3. 
 
Пример 10. (2010) Через середину стороны  AB  
квадрата ABCD  проведена прямая, пересекаю-
щая прямые  CD  и  AD  в точках  М  и  Т  соот-
ветственно и образующая с прямой  АВ угол  α,  

.3=αtg  Найдите площадь треугольника  ВМТ, 
если сторона квадрата ABCD  равна 4.  
Решение. 1) Прямая, проходящая через середи-
ну  Е стороны  АВ, пересекает отрезок CD и 
продолжение отрезка AD за точку  D. 

=⋅⋅−⋅⋅=−= ADBEATBESSS BMEBTEBMT 2
1

2
1  

.2)432(2
2
1)(

2
1

=−⋅⋅⋅=−⋅⋅⋅= ADtgAEBE α  

 

 
2) Прямая, проходящая через середину  Е сторо-
ны  АВ, пересекает отрезок CD и продолжение 
отрезка AD за точку  А. 

=⋅⋅+⋅⋅=+= ADBEATBESSS BMEBTEBMT 2
1

2
1  

.10)432(2
2
1)(

2
1

=+⋅⋅⋅=+⋅⋅⋅= ADtgAEBE α  

 
Почему следующие случаи невозможны?  
3) Прямая, проходящая через середину  Е сторо-
ны  АВ, пересекает продолжение отрезка CD за 
точку D и отрезок AD. 
4) Прямая, проходящая через середину  Е сторо-
ны  АВ, пересекает продолжение отрезка CD за 
точку С  и отрезок ВС. 
 
Предполагаемые критерии: 

Содержание критерия Баллы 
Рассмотрены все возмож-
ные геометрические конфи-
гурации, и получен пра-
вильный ответ. 

3 

Рассмотрена хотя бы одна 
возможная конфигурация, в 
которой получено правиль-
ное значение искомой вели-
чины.   

2 

Рассмотрена хотя бы одна 
возможная конфигурация, в 
которой получено значение 
искомой величины, непра-
вильное из-за арифметиче-
ской ошибки.   

1 

Решение не соответствует 
ни одному из критериев, пе-
речисленных выше. 

0 

 



 
Ответ: 2 или 10. 
 

 
Взаимное расположение точки и окружности 

 
Пример 11. (2010) Дана окружность и точка М. 
Точки А  и  В  лежат на окружности, причем А – 
ближайшая к М  точка окружности, а В – наибо-
лее удаленная от М  точка окружности. Найдите 
радиус окружности, если МА = a  и  МВ = b. 
Решение. Точку можно рассматривать в качест-
ве центра окружности нулевого радиуса. Поэто-
му ближайшая и удаленная точки лежат на ли-
нии центров. 
1) Пусть точка М  расположена внутри круга, 
ограниченного окружностью. Тогда радиус ок-

ружности равен .
22

baMBMA +
=

+
   

2) Если точка М  расположена вне круга, то ра-

диус окружности равен .
22

abMAMB −
=

−  

3) Рассмотрите самостоятельно случай, когда 
точка  М  расположена на окружности. Будут ли 
выполняться полученные формулы? 

 
 

Ответ:  
2

ab −    или  
2

ab +  . 

 
 
Расположение вершины вписанного угла  

относительно хорды 
 

Пример 12.  Радиус окружности равен 1. Най-
дите величину вписанного угла, опирающегося 
на хорду, равную 2 . Ответ дайте в градусах. 

Решение. Воспользуемся формулой .
2

sin
R
aA =  

Тогда 
2
2sin =A  и   или  45=∠ A .135=∠ A

 
Ответ: или  45 .135

 
Расположение центра окружности  
относительно параллельных хорд  

 
Пример 13.  Две параллельные хорды окружно-
сти, радиус которой 25, имеют длину 14 и 40. 
Найдите расстояние между этими хордами. 
Решение. 1) Хорды расположены по разные 
стороны  от центра окружности. Так как диа-
метр, перпендикулярный хорде, делит эту хорду 
пополам, то ,7== FCBF  .20== EDAE  
Из прямоугольных треугольников  BOF   и  AOE  
находим  ,24725 22 =−=OF  

.152025 22 =−=OE Длина искомого отрезка 
равна .391524 =+=+= OFOEEF  

 

 
 
2) Хорды расположены по одну сторону от цен-
тра окружности (рассмотрите самостоятельно). 
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Ответ: 9 или 39. 

 
Расположение центра описанной окружности 

относительно треугольника 
 
Пример 14. (2010) Около треугольника  ABC 
описана окружность с центром  О, угол  АОС 
равен 60°. В треугольник  ABC  вписана окруж-
ность с центром  М. Найдите угол  АМС. 
Решение. В равнобедренном треугольнике АВС  
(ОС = ОА =R) угол при вершине равен  
Следовательно, треугольник АВС - равносто-
ронний  и АС = R.  

.60

Используя следствие обобщенной теоремы си-
нусов, получаем   ,sin2 BRAC = ,sin2 BRR =

.
2
1sin =B  Отсюда   или   ,30=∠B .150=∠B

1) Пусть  тогда .   ,30=∠B 150=∠+∠ CA
Центр вписанной окружности М, лежит на пере-
сечении биссектрис, значит 

 
Тогда   

.752:150 ==∠+∠ MCAMAC
10575180 =−=∠ AMC .

 
2) Случай, когда  рассмотрите само-
стоятельно.  

,150=∠B

 

 
Ответ:  или  165 .105
 

 
 
 

Расположение центра описанной окружности 
относительно трапеции 

 
Пример 15. (2010) Трапеция с основаниями 14 и 
40 вписана в окружность радиуса 25. Найдите 
высоту трапеции. 
 
● Трапеция вписана в некоторую окружность 
тогда и только тогда, когда она является рав-
нобедренной. 
 
Решение. Трапеция вписана в окружность, по-
этому она равнобедренная. Центр O описанной 
окружности лежит на пересечении серединных 
перпендикуляров к сторонам трапеции. 
1). Пусть центр окружности лежит внутри тра-
пеции. Далее см. пример 13. 

 

 
 

2). Центр окружности лежит вне трапеции. 
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Ответ: 39  или  9. 
Пример 16.  (2010) Около трапеции  ABCD  
описана окружность радиуса 6 с центром на ос-
новании  AD. Найдите площадь трапеции, если 
основание  ВС  равно 4. 
Решение. Центр O описанной окружности ле-
жит на основании  AD, значит,  

 ОН – высота и медиана в 
равнобедренном треугольнике  ВОС. Получаем   

.12622 =⋅== RAD

СН = 4 : 2 = 2 и из прямоугольного треугольни-
ка  ОНС  высоту трапеции  

.2426 22 =−=OH  
Площадь трапеции равна  

.23224
2
124

=⋅
+

=S  

 
 

Ответ: .232  
 
 

Расположение центра окружности  
относительно касательной  
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Пример 17. (2010) Дан параллелограмм  ABCD,  
АВ = 2, ВС = 3,  Окружность с цен-
тром в точке  О  касается биссектрисы угла  D  и 

двух сторон параллелограмма, исходящих из 
вершины одного его острого угла. Найдите 
площадь четырехугольника  ABOD. 

.60=∠A

 
• При проведении биссектрисы угла параллело-
грамма образуется равнобедренный треуголь-
ник. (докажите) 
 
Решение. 1) Окружность вписана в угол с вер-
шиной  А. 
Треугольник  ADF – равнобедренный. Так как  

 то треугольник  ADF – равносторон-
ний со стороной 3. Радиус вписанной окружно-

сти равен  

,60=∠A

.
2
3

6
33

6
3

===
ar  

Находим площадь  =+= AODAOBABOD SSS  

.
4

35
2
1

2
1

=⋅+⋅= rADrAB  

 
 
 
2) Окружность вписана в угол с вершиной  С 
(рассмотрите самостоятельно).  
 

 
 

 

Ответ: .
6

313,
4

35  

 
 



Вписанная или вневписанная  
окружность 

 
Пример 18. (2010) Прямая отсекает от сторон 
прямого угла отрезки 3  и  4. Найдите радиус 
окружности, касающейся этой прямой и сторон 
угла. 
 
● Радиус окружности, вписанной в прямоуголь-
ный треугольник  равен 

cpcbar −=
−+

=
2

  ( )90=∠C   

● Радиус вневписанной окружности, касающей-
ся гипотенузы прямоугольного треугольника, 
равен полупериметру этого треугольника. (до-
кажите) 
 
Решение. 1) Окружность вписана в треугольник. 
Пусть  r – радиус вписанной окружности. Так 
как FOGC – квадрат и отрезки касательных, 
проведенных из одной точки к окружности, рав-
ны, то  , .raBEBF −=rbAEAG −== =  Тогда  

.rarbBEAEABc −+−=+==  

Отсюда  .1
2

543
2

=
−+

=
−+

=
cbar  

Второе решение. Используем метод площадей.  
=++= BOCAOCAOBABC SSSS  

.
2
1

2
1

2
1 rBCrACrAB ⋅+⋅+⋅=  

Отсюда  .1

2
543

43
2
1

=
++

⋅⋅
==

p
S

r ABC  

 
 
2) Случай (окружность является вневписанной 
для треугольника АВС) рассмотрите самостоя-
тельно (два способа). 
Ответ: 1 или 6. 
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Пример 19. (2010) Дана трапеция  ABCD, осно-
вания которой  ВС = 44,  AD = 100,  AB = CD = 

35. Окружность, касающаяся прямых  AD  и  AC, 
касается стороны  CD  в точке  K. Найдите дли-
ну отрезка  CK. 
 
● Проекция боковой стороны равнобедренной 
трапеции на большее основание равна полураз-
ности оснований, а проекция диагонали — полу-
сумме оснований (средней линии). (докажите) 
● Пусть окружность вписана в треугольник 
ABC. Тогда расстояние от вершины A до точки 
касания окружности со стороной  AB равно  

2
acbapx −+

=−=
  
(докажите) 

●  Пусть окружность касается стороны BC 
треугольника ABC и продолжений сторон AB и 
AC. Тогда расстояние от вершины A до точки 
касания окружности с прямой AB равно полупе-
риметру треугольника  ABC. (докажите) 
 
Решение. Опустим из вершин  В  и  С трапеции 
на сторону  AD  перпендикуляры  BE  и  CF со-

ответственно. Тогда  ,28
2

44100
=

−
=AE  

.72
2

44100
=

+
=AF Далее вычисляем  

,212835 2222 =−=−= AEABBE  

.752172 2222 =+=+= CFAFAC  
1) Окружность вписана в треугольник  ACD. 
Получаем  

.5
2

1003575
2

=
−+

=
−+

=
ADCDACCK  

 
2) Случай (окружность является вневписанной 
для треугольника ACD) рассмотрите самостоя-
тельно.  



 
 
Ответ: 5 или 30. 
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Расположение точки касания  
на прямой 

 
Пример 20. (2010) На стороне  ВА  угла  ABC, 
равного 30°, взята такая точка  D, что AD = 2  и  
BD = 1. Найдите радиус окружности, проходя-
щей через точки  А, D и касающейся прямой  
ВС. 
Решение. Центр искомой окружности лежит на 
пересечении серединного перпендикуляра к от-
резку  AD  с перпендикуляром к прямой  ВС, 
проходящим через точку касания. Для точки ка-
сания  Х искомой окружности с прямой ВС по 
теореме о касательной и секущей имеем 

,312 ⋅=⋅= ABBDBX  
откуда .3=BX  
1) Точка касания лежит на луче ВС.  
В прямоугольном треугольнике ОВЕ  

,30=∠OBE   ,2=OB .3=BE  
.1=== ODOAOE  

Тогда центр окружности совпадает с серединой 
О отрезка  AD  и точка  Х  совпадает с точкой Е. 
Искомый радиус окружности равен 1. 

 
2) Точка касания лежит на продолжении луча 
ВС  за точку В (рассмотрите самостоятельно). 
Предполагаемые критерии: 

Содержание критерия Баллы 
В представленном решении 
верно найдены радиусы 
обеих окружностей. 

3 

Рассмотрены оба случая 
расположения окружности, 
но верно найден радиус 
только в одном из них.   

2 

Рассмотрен только один 
случай расположения ок-
ружности и верно найден ее 
радиус. 

1 

Решение не соответствует 
ни одному из критериев, пе-
речисленных выше. 

0 

Ответ: 1 или 7. 
 

Внешняя или внутренняя касательная 
непересекающихся окружностей 

 
Пример 21.  (2010) Прямая касается окружно-
стей радиусов  R  и  r  в точках  А  и  В. Извест-
но, что расстояние между центрами равно  a, 
причем  Rr <   и .aRr <+ Найдите  АВ.  
Решение. Пусть О1 – центр окружности радиуса 
R, О2 – центр окружности радиуса  r,  А и  В  со-
ответственно – точки касания окружностей с их 
общей внешней касательной, Р – основание 
перпендикуляра, опущенного из О2 на О1А. 
Из прямоугольного треугольника О1О2Р нахо-
дим, что  

,)( 222
1

2
212 rRaPOOOPO −−=−=  

а так как  - прямоугольник, то BAPO2

.)(2 rR −− 2
2 aPOAB ==  

 
Второй случай (внутренняя касательная) рас-
смотрите самостоятельно. 

 
 



Ответ:  22 )( rRa −−   или .)( 22 rRa +−   
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Касающиеся окружности 
(внешнее или внутреннее касание) 

 
Пример 22. (2010) Окружности   и  радиу-
сов  R  и  r    соответственно касаются в 
точке  А. Через точку  В, лежащую на окружно-
сти  , проведена прямая, касающаяся окруж-
ности  в точке  М. Найдите  ВМ, если извест-
но, что   

1S 2S
)( rR >

.a=

1S
S2

AB
Первое решение. 1) Окружности касаются 
внешним образом. Пусть  и - центры ок-
ружностей  и   соответственно, а   

1O 2O

1S
.

2S

1 ϕ=∠ ABO   
Применим теорему косинусов для треугольника 

:    или  
 Отсюда получим 

ABO1
2 RR =

ϕcos2 1
22

1
2 ABAOABAO ⋅−+=

.cos2 ϕRa−
1BO

22 a+

.
2

cos
R
a

=ϕ   

 

 
 
Теперь используем теорему косинусов для тре-
угольника : ABO2

ϕcos2 2
22

2
2

2 ABAOABAOBO ⋅++=
ϕcos2222

2 ararBO ⋅++=
  или  

. Подставим 

R
a

2
cos =ϕ   и получим .

2
222

2 R
raarBO ++=   

Из прямоугольного треугольника    
, используя теорему Пифагора, 

находим   

BMO2

)90( 2 =∠ BMO

=−++=−= 2
2

2222
2

2 r
R

raarrBOBM  

.12⎜
⎛= a   Отсюда  .1

R
raBM⎟

⎠
⎞

⎝
+

R
r +⋅=   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Второе решение. 

 
 
Продолжим АВ до пересечения с окружностью 

 в точке Е. Треугольники  
 
и   

равнобедренные и подобные, так как   
2S BAO1 EAO2

.21 EOAABO ∠=∠  

Следовательно,  
R
r

AB
AE

=
 
и   .

R
arAE =  

По теореме о секущей и касательной имеем  
 ,2 BEBABM ⋅=

 
,)(2 AEBABABM +⋅=

,2 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅=

R
araaBM  

.1
R
raaraaBM +⋅=⎟

⎞
⎜
⎛ +⋅=

R ⎠⎝
 

2) Окружности касаются внутренним образом 
(рассмотрите самостоятельно). 



 

Ответ: 
R
ra ±⋅ 1   

Пример 23. (2010) Вершина равнобедренного 
треугольника с боковой стороной  5  и основа-
нием  8 служит центром данной окружности ра-
диуса 2. Найдите радиус окружности, касаю-
щейся данной и проходящей через концы осно-
вания треугольника.  
Решение. Пусть  D – середина основания  АС  
данного треугольника  АВС. Обозначим через Е 
и  F  точки пересечения прямой  BD и окружно-
сти с центром в точке  В и радиусом 2. Тогда 

,4=AD ,3=BD ,1=ED .5=FD  
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Из треугольников  АDЕ  и  АDF  найдем 
,1714 22 =+=AE
 

4154 22 =+=AF
 
со-

ответственно. Площади  ,418
2
1

=⋅⋅=AECS  

.2058
2
1

=⋅⋅=AFCS  

1) Искомая окружность описана вокруг тре-
угольника  АЕС. Найдем ее радиус  

.
2

17
44
817

4
=

⋅
⋅

=
⋅⋅

=
AECS

ACECAER  

2) Искомая окружность описана вокруг тре-
угольника  АFС. Найдем ее радиус  

.
10
41

204
841

4
=

⋅
⋅

=
⋅⋅

=
AFCS

ACFCAFR  

 
 

Ответ:  
2

17   или  .
10
41

 

 
Пример 24. (2010) Дана окружность радиуса 2 с 
центром О. Хорда  АВ  пересекает радиус  ОС  в 
точке  D, причем   Найдите ради-
ус окружности, вписанной в угол ADC  и ка-
сающейся дуги  АС, если 

.120=∠CDA

.3=OD   
Решение. 1) Рассмотрим внутреннее касание 
окружностей. Пусть радиус искомой окружно-
сти с центром  

 
равен  r. Е – точка касания 

этой окружности с радиусом  ОС. В прямо-
угольном треугольнике    

1O

1EDO 601 =∠EDO
(

 
- биссектриса  угла  ADC). DO1

.
3

60 rctgrDE = =⋅  

Используем теорему о секущей и касательной. 

,2OEOHOL =⋅
 

,
3

32)22(
2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=⋅−

rr  

.03182 =−+ rr  
Откуда один положительный корень 

.9212 −=r  



 
 

2) Случай внешнего касания окружностей рас-
смотрите самостоятельно. Искомая окружность 
касается продолжений сторон  DC  и  DA  и дан-
ной окружности. 
Ответ: 9212 −   или  .323 +  
 

 
Расположение центров  

пересекающихся окружностей  
относительно их общей хорды 

 
Пример 25. (2010) Окружности радиусов 10 и 
17 пересекаются в точках  А  и  В. Найдите рас-
стояние между центрами окружностей, если   
АВ = 16. 
Решение. 1) Центры окружностей лежат по раз-
ные стороны от их общей хорды АВ.  
Линия центров  

 
перпендикулярна хорде  

АВ и делит ее в точке пересечения  С  пополам.   
21OO

Из прямоугольных треугольников  
 
и  

 соответственно получаем  
ACO1

ACO2

6810 22
1 =CO
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=−
 
и  .15=817 22

2 −=CO   
Искомое расстояние между центрами равно  

.211562121 =+=+= COCOOO  

 

2) Центры окружностей лежат по одну сторону 
от хорды АВ (рассмотрите самостоятельно).  

 
 
Ответ: 21 или 9. 
Пример 26. (2010) Окружности с центрами    
и  пересекаются  в точках  А  и  В. Известно, 
что ,  , 

1O

a
2O

901 =∠ BAO 602 =∠ BAO OO =21 . 
Найдите  радиусы окружностей.  
 
• Линия центров двух пересекающихся окруж-
ностей перпендикулярна их общей хорде и делит 
ее пополам. (докажите) 
 
Решение. 1) Центры окружностей лежат по раз-
ные стороны от их общей хорды АВ.  
Так как треугольники  и  

 
равнобед-

ренные, то линия центров является биссектри-
сой углов   и  

 
Имеем   

,   

BAO1

B
30=C

BAO2

2 BAOAO1

2∠ AO
.

451 =∠ CAO .
Пусть  .xAC =

 
1 ∠=CAO

Из треугольника  получа-
ем ∠   

CAO1
 AC,451 =CAO .1 xCO ==

 
Для 

треугольника  имеем  CAO2
 .330ctgAC ⋅2

Далее имеем  
x=CO =

 
 

COCOOO 2121 +=
 
 или  

.3xxa +=
 
Отсюда находим  .

13 +
=

ax  

Тогда ,
13

221
+

==
axAO  

.
13

2222
+

===
axACAO  

 



 
 
2) Центры окружностей лежат по одну сторону 
от хорды АВ (рассмотрите самостоятельно). 
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Ответ: ,
13

2
+

a
 13

2
+
a    или ,

13
2
−

a
 13

2
−
a . 

 
 
Окружность, касающаяся одной из двух дуг 

другой окружности 
 
Пример 27. (2010) Точка  О – центр окружности 
радиуса 2. На продолжении радиуса  ОМ  взята 
точка  А. Через точку  А  проведена прямая, ка-
сающаяся окружности в точке  К. Известно, что  

. Найдите радиус окружности, впи-
санной в угол  ОАК  и касающейся  данной ок-
ружности внешним образом. 

60=∠OAK

 
•  Отрезок общей внешней касательной к двум 
касающимся окружностям радиусов  r  и  R  ра-
вен rR2 . (докажите) 
 

 
 
Решение. Центр 

 
искомой окружности лежит 

на биссектрисе угла А, поэтому  
1O

.3011 =∠ AKO

1K
 
- точка касания этой окружности с прямой 

АК. Из треугольника 
 

находим  11 AKO
,3301 rctgrAK =⋅=  где  r – радиус искомой 

окружности. 
Из треугольника 

 
находим  OAK

.
3

260 =⋅= ctgOKAK   

Отрезок внешней касательной окружностей с 
центрами  О  и  равен 1O

 
.222 11 rKOOK =⋅   

Получаем  ,11 KKAKAK +=  

.223
3

2 rr +=  

Решаем квадратное уравнение 
,02623 2 =−+ tt
 
где   .rt =  

Получаем единственный положительный корень   

.
3

632 −
=t

 
Тогда  

.
3

246
3

632
2

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=r  

 
 
Еще один случай расположения окружностей 
рассмотрите самостоятельно. 

Ответ: .
3

242 ±  



 
 

Тематические задачи 
 
 

Медианы треугольника 
 
Пример 28. (2010) Найдите площадь треуголь-
ника  ABC, если  АС = 3, ВС = 4, а медианы, 
проведенные из вершин  А  и В, перпендикуляр-
ны. 
 
• Каждая медиана делится точкой пересечения 
в отношении 2:1, считая от вершины. 
• Три медианы делят треугольник на шесть 
равновеликих треугольников. (докажите) 
 
Решение. Пусть медианы ВD и  АE пересекают-
ся в точке  О. Обозначим  ОЕ = х,  OD = у. Тогда 
по свойству медиан треугольника  АO = 2х, ВO = 
2у и из прямоугольных треугольников ВOЕ  и 
АОD получим уравнения  и 

Решая полученную систему, по-

лучаем 

44 22 =+ xy
.25,24 22 =+ xy

3
1

=x  и  .
32

11
=y  

Далее находим 

.
3
112225,0 ==⋅⋅= xyyxS AOB  
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.113 == AOBABC SS  
 

 
 
Ответ: .11   

 
Биссектрисы треугольника 

 
 

Пример 29. (2010) В треугольнике  ABC  прове-
дены биссектрисы  AD  и  СЕ. Найдите длину 
отрезка  DE, если  АС = 6, АЕ = 2, CD = 3.  
 
• Биссектриса делит сторону треугольника на 
части, пропорциональные длинам прилежащих 
сторон. 
 
Решение. Обозначим  BD = x,  BE = y. По свой-

ству биссектрисы получаем  
AC
AB

DC
BD

=  и 

BC
AC

BE
AE

=  или  
6

2
3

+
=

yx  и  .
3

62
+

=
xy  

Из решения системы  

⎩
⎨
⎧

=+
+=

yx
yx

662
636

 

находим  х = 1,8  и  у = 1,6. Тогда  ВС = 4,8  и  
АВ = 3,6. 
 

 
 
Так как 3 то по теореме, обратной 
теореме Пифагора, имеем  =∠B

,68,46, 222 =+  
.90   

Тогда  . 8,58,16,1 22222 =+=+= yxED
Ответ: .8,5   

 
 

Метод площадей 
 

Пример 30. (2010) Медиана  ВМ  треугольника  
АВС  равна его высоте  АН. Найдите угол  МВС. 
Решение. Пусть .α=∠MBC  Найдем площадь 
треугольника АВС  двумя способами. Так как 
медиана ВМ треугольника АВС разбивает его на 
два равновеликих треугольника, то  

.sinsin
2
122 αα BMBCBMBCSS CBMABC ⋅=⋅⋅==

 
С другой стороны, .5,0 AHBCS ABC ⋅=

,
 Учиты-

вая, что BMAH =  приравняем площади 
.AH⋅5,0 BCsinBMBC =⋅ α  Получаем, что 

.5,0sin =α  Отсюда  или .  30=α 150=α
 



 
 

 
 
Ответ:  или . 30 150

 
 

 
Отношение отрезков и площадей 

 
Пример 31. (2010) В треугольнике  ABC  на сто-
роне  ВС  выбрана точка  D  так, что 

. Медиана  СЕ  пересекает отрезок  
AD  в точке  F. Какую часть площади треуголь-
ника  АВС  составляет площадь треугольника  
AEF?  

2:1: =DCBD

 
• Медиана делит треугольник на два равновели-
ких треугольника. (докажите) 
• Параллельные прямые отсекают на сторонах 
угла (на двух прямых) пропорциональные отрез-
ки (обобщенная теорема Фалеса). 
 
Решение. Возьмем точку  G на  АВ  так, что 

 Пусть   .||ECDG .xBG =
В треугольнике  ВСЕ  используем теорему Фа-
леса:  

.
1
2

==
DB
CD

BG
EG  Тогда   и 

 

,2xEG =

.3xEBAE ==
В треугольнике  ADG  используем теорему Фа-
леса: 

.
5
3

==
AG
AE

AD
AF  

Для треугольников  ABD  и  ACD, имеющих об-

щую высоту, получаем 
3
1

==
BC
BD

S
S

ABC

ABD  

и  .
3
1

ABCABD SS =  

Для треугольников  AFE  и  ADG, имеющих об-
щий угол, получаем  

.
10
3

5
3

2
1

=⋅=⋅=
⋅
⋅

=
AD
AF

AB
AE

ADAB
AFAE

S
S

ADG

AFE  

.
10
1

3
1

10
3

ABCABCAFE SSS =⋅=  

 
 

Ответ: 0,1. 
 
Пример 32. (2010) На сторонах выпуклого че-
тырехугольника  ABCD, площадь которого рав-
на единице, взяты точки ABK ∈ , BCL∈ , 

CDM ∈   и DAN ∈ . При этом  ,2=
KB
AK   

,
3
1

=
LC
BL   ,1=

MD
CM  .

3
1

=
NA
DN  Найдите площадь 

шестиугольника  AKLCMN. 
• Отношение площадей треугольников, имею-
щих общий угол, равно отношению произведе-
нию сторон этого угла. (докажите) 
 
Решение. Отношение площадей треугольников 
KBL  и  АВС   

равно .
12
1

4
1

3
1

=⋅=⋅=
⋅
⋅

BC
BL

AB
BK

BCAB
BLBK  

Отношение площадей треугольников MND  и  
АDС   

равно .
12
1

2
1

6
1

=⋅=⋅=
⋅
⋅

DC
DM

AD
DN

CDAD
DMDN  

Значит, сумма площадей треугольников  KBL  и  

MND составляет  
12
1 от площади данного четы-

рехугольника, а площадь шестиугольника со-

ставляет  
12
11

 т.е. равна .
12
111

12
11

=⋅  
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Ответ: 

12
11

. 

Пример 33. (2010) В треугольнике  ABC, пло-
щадь которого равна  S,  биссектриса  СЕ  и ме-
диана BD  пересекаются в точке  F. Найдите 
площадь четырехугольника  ADFЕ, если ВС = а, 
АС = b. 
 
• Медиана делит треугольник на два равновели-
ких треугольника. (докажите) 
• Если у двух треугольников равны высоты, то 
их площади относятся как основания. (докажи-
те) 
 
Решение. 1) По свойству биссектрисы  СЕ име-

ем .
a
b

CB
CA

BE
AE

==  Тогда для треугольников АСЕ 

и АВС с общей высотой (можно провести из 

вершины С) получаем  .
ba

b
AB
AE

S
S

ABC

AEC

+
==  От-

сюда  .
ba

bSS AEC +
=  

2) Так как  BD – медиана, то .
22
SS

S ABC
BDC ==  

3) CF – биссектриса в треугольнике BDC, по-

этому .
2a
b

DB
CD

FB
DF

==  

Для треугольников CDF  и ВСD  с общей высо-
той (можно провести из вершины С) получаем  

.
2 ba

b
DB
DF

S
S

BDC

CDF

+
==   

Отсюда  .
)2(22 ba

bSS
ba

bS BDCCDF +
=⋅

+
=  

4) Теперь   =−= CDFAECADFE SSS

.
)2(2

11
)2(2

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
+

=
+

−
+

=
baba

bS
ba

bS
ba

bS  

.
)2)((2

)3(
baba

baSb
++

+
=  

 

 
 

Ответ: .
)2)((2

)3(
baba

baSb
++

+  

 
 
 

Метод вспомогательной окружности 
 

Пример 34. (2010) Дан прямоугольный тре-
угольник  АВС  с прямым углом при вершине  В  
и углом  α  при вершине  А. Точка D - середина 
гипотенузы. Точка  С1 симметрична точке  С от-
носительно прямой  BD. Найдите угол . BAC1

 
• Центр окружности, описанной около прямо-
угольного треугольника, лежит на середине ги-
потенузы. 
 
 
 
 
 
Решение. Так как прямая  BD является середин-
ным перпендикуляром к отрезку  то  ,1CC

.1DCDC =  С другой стороны, точка  D – центр 
окружности, описанной около прямоугольного 
треугольника. Поэтому  .DADBDC ==

1

 Отсю-
да следует, что точка   принадлежит описан-
ной окружности. 

C

1) Если то центральный угол 

 В этом случае ось  BD 
перпендикулярна гипотенузе АС. Точка  С ото-
бразится в точку А, и угол  не будет опре-
делен.  

,45=α
90=∠BAC .2 ⋅=∠BDC

BAC1
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2) Пусть  тогда  центральный угол 

 В этом случае  точки  С и 1C  
расположены по одну сторону от хорды  АВ. В 
прямоугольном треугольнике   

,45>α
.90>α2=∠BDC

.α90 −=∠BCA
Вписанные углы, опирающиеся на одну и ту же 
дугу, равны. Поэтому  

 .901 α−=∠=∠ BCABAC

 
3) Пусть  тогда  центральный угол 

 В этом случае  точки  С и 1  рас-
положены по разные стороны от хорды  АВ. Че-
тырехугольник   вписан в окружность, 
поэтому  

Ответ:  если    
если   при   точка С1 сов-
падает с точкой  А и угол не определен.  

,45<α
.90

AC

180 ∠−
,90 α+

;90<<α

<∠BDC

1 =∠ BAC

45

C

90=
90

BC1

=BCA .)90(180 αα +−−
;450 <<α ,α+

45=α

 
 

Высоты треугольника 
 
Пример 35. (2010) Высоты треугольника  ABC  
пересекаются в точке Н. Известно, что СН = АВ. 
Найдите угол  АСВ. 

 
•  (Признак равенства прямоугольных треуголь-
ников) Если гипотенуза и острый угол одного 
прямоугольного треугольника  соответственно 
равны гипотенузе и  острому углу другого пря-
моугольного треугольника, то такие треуголь-
ники равны. 
 
Решение. 1) Треугольник  АВС - остроугольный. 
Пусть  ВЕ  и  CD – высоты треугольника. Углы  
АВЕ  и   HCE  равны, как углы с соответственно 
перпендикулярными сторонами. Треугольники  
АВЕ  и   HCE  равны по гипотенузе  (СН = АВ)  и 
острому углу. Отсюда   и значит,  

 В прямоугольном тре-
угольнике  ACF   имеем   

,EHAE =

45=CAF
.45=∠=∠ AHEEAH

,∠
поэтому   .45=∠ACF

 
 

Остальные случаи рассмотрите самостоятельно. 
2) Угол  АВС – тупой. 

 
 

3) Угол  ВАС – тупой. 
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4) Угол  АСВ – тупой. 

 
 
5) Угол  АВС – прямой. 
6) Угол  ВАС – прямой. 
7) Случай, когда угол  АСВ – прямой, невозмо-
жен (почему?). 
Ответ:  или   45 .135
 
Пример 36. (2010) Точки  ,  ,  — осно-
вания высот треугольника  ABC. Углы треуголь-
ника   равны  90°, 60° и 30°. Найдите уг-
лы  треугольника  ABC. 

1A 1B 1C

111 CBA

 
• Пусть в треугольнике  АВС  проведены высо-
ты  и  . Тогда треугольник   подо-
бен данному с коэффициентом подобия, равным 

1AA 1CC 11BCA

B
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cos .  
Рассмотрим остроугольный треугольник (см. 
ниже рисунок). Для прямоугольных треугольни-
ков  и   имеем  ABA1 CBC1

B
AB
BA

cos1 =   и  B
BC
BC

cos1 = соответственно. 

Следовательно треугольники   и   11CBA BAC
подобны (второй признак), так как имеют об-

щий угол В  и .cos11 B
BC
BC

AB
BA

==  

Случай тупого угла  В  рассмотрите самостоя-
тельно. 
Решение. 1) Треугольник АВС – остроугольный. 
Так как треугольник   подобен треуголь-
нику  АВС, то  

11 ABC

1A ∠= .1 BCABC∠  Аналогично из 
подобия треугольников   и  АВС  имеем   1C

.BCA
1BA

11BAC ∠=∠  Далее  развернутый угол  при 
вершине  составлен из суммы углов   

 и   Отсюда получаем соотноше-
ние   или  

1C

11BAC 11CB
,11 ABC

.1A
2 1=∠ AC 18011∠+ CB

.12
1
∠90 11 ACBC =∠ −  Такие же равенства 

можно получить для других острых углов. Ис-
пользуем  данные углы:   

,4590
2
190 =⋅−  ,6060

2
190 =⋅−  

.7530
2
190 =⋅−  

 
 
Остальные случаи рассмотрите самостоятельно. 
2) Угол  АСВ – тупой. 
 



 
 
3) Угол  АВС – тупой. 
4) Угол  ВАС – тупой. 
Случаи, когда один из углов АВС, ВАС, АСВ – 
прямой, невозможны (почему?). 
Замечание. Другое решение может быть осно-
вано на следующей ключевой (базовой, опор-
ной) задаче: 
• Высоты остроугольного треугольника явля-
ются биссектрисами его ортотреугольника 
(треугольник, образованный основаниями вы-
сот). (докажите) 
Ответ:   или    или  

   или   . 
 

Пример 37. (2010) Точки  D и   E – основания 
высот непрямоугольного треугольника  АВС, 
проведенных из вершин  А  и  С соответственно. 
Известно, что      и   Най-
дите сторону  АС.  
 
• Пусть в треугольнике  АВС  проведены высо-
ты  и  . Тогда треугольник   подо-
бен данному с коэффициентом подобия, равным 

1AA 1CC 11BCA

B
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cos . (докажите) 
 
Решение. Из точек  D  и  Е сторона  АС  видна 
под прямым углом, значит, эти точки лежат на 
окружности с диаметром  АС. Обозначим 

.α=∠ABC  
1) Если треугольник  АВС остроугольный, то 
основания высот  АD  и  СЕ  лежат на сторонах 
треугольника. Тогда четырехугольник  AEDC - 
вписанный, поэтому 
    .180 CABCAECDEBDE ∠=∠=∠−=∠

Треугольники  EDB  и  CAB  подобны (по двум 
углам) с коэффициентом  

,cosα==
BC
BE

AC
DE  

 
т.е.  .cos k=α  Тогда по теореме косинусов 

=⋅−+= αcos2222 BCABBCABAC  
. 222 abkab −+=

 
2) Пусть  АСВ – тупой угол. 
Тогда четырехугольник AECD вписанный, и 
аналогично предыдущему получаем: k=αcos  
и   .2222 abkabAC −+=

 
3) Пусть  САВ – тупой угол. Аналогичные рас-
суждения. 
4) Пусть  АВС – тупой угол. Тогда основания 
высот АD  и  СЕ  лежат на продолжениях сторон 
ВС  и  АВ. Вписанные углы  CDE  и  CAE опи-
раются на одну и ту же дугу, поэтому  

.CABCAECDEBDE ∠=∠=∠=∠  
Треугольники  EDB  и  CAB  подобны (по двум 
углам) с коэффициентом  

,cos)180cos( αα −=−==
AB
BD

AC
DE  

т.е.  .cos k=α  
Тогда   .2222 abkbaAC ++=



 
 
 

 
Ответ:     

. 
 
 
Пример 38.  (2010) В треугольнике  ABC  угол  
А  равен α, сторона  ВС  равна  а, Н — точка пе-
ресечения высот. Найдите радиус окружности, 
описанной около треугольника  ВНС. 
 
• Если Н –  ортоцентр треугольника, то радиу-
сы окружностей, описанных около треугольни-
ков АВС, АВН, ВСН, АСН, равны между собой. 
(докажите) 
 
Решение. Так как в четырехугольнике ADHE 
углы E  и   D  прямые, то  
Отсюда получаем   
Радиус окружности, описанной около треуголь-
ника ВНС, равен   

.180=∠+∠ DHEA

.180 ADHE ∠−=∠BHC =∠

.
sin2sin2)180sin(2 α
a

A
BC

A
BC

=
∠

=
∠−  

Замечание. Отсюда следует, что радиусы ок-
ружностей, описанных около треугольников 
АВС  и  ВСН   равны между собой. 
 

 

 
 

 
 
 

Ответ: .
sin2 α
a    

 
Пример 39. (2010) Высоты треугольника  АВС  
пересекаются в точке  Н. Известно, что отрезок  
СН  равен радиусу окружности, описанной око-
ло треугольника. Найдите угол  АСВ. 
Решение. Пусть  R – радиус окружности, опи-
санной около треугольника АВС. Так как радиу-
сы окружностей, описанных около треугольни-
ков АВС  и  ВСН   равны между собой, то для 
треугольника ВСН имеем   HBCRCH ∠= sin2  

или  .sin2 HBCRR ∠=  Отсюда  .
2
1sin =∠HBC  

Значит,  или  30=∠HBC .150=∠HBC
1)  Если треугольник  АВС – остроугольный, то 
из треугольника ВЕС  находим  

 .603090 =−=∠C
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2)  Если в треугольнике  АВС угол А – тупой, то 

 (в треугольнике  DBC  угол D пря-
мой, а угол DBC может быть только острым). Из 
треугольника DВС  находим  

 

30=∠HBC

3090 −=∠C .60=

 
3)  Если в треугольнике  АВС угол В – тупой, то 

 (почему этот угол тупой?) и  

 Из треугольника СВЕ  находим   
 

150=∠HBC
.30=∠CBE

3090 −=∠C .60=
 

 
 

4)  Если в треугольнике  АВС угол С – тупой, то 
 (почему этот угол острый?). Из 

треугольника СВD  находим   
  

30=∠HBC

90 −=∠ CDB .6030 =
Тогда   .12060180 =−=∠ACB

 
 
Ответ: или   60 .120
 

 
Окружность и треугольник 

 
Пример 40. (2010) В треугольнике  ABC  угол  А  
равен α, сторона  ВС  равна  a, J — точка пере-
сечения биссектрис. Найдите радиус окружно-
сти,  описанной около треугольника  BJC. 
 
• Если О – центр окружности, вписанной в 
треугольник  АВС, то выполняются равенства: 

;90
2

+
∠

=∠
САОВ  ;90

2
+

∠
=∠

ВАОС  

.90
2

+
∠

=∠
АСОВ  

 
 
Решение. Так как  ,180 ACВ ∠−=∠+∠

то  .90
22

180 +
∠

=
∠+∠

−=∠
ACBВJC   

Тогда радиус окружности,  описанной около 
треугольника  BJC, равен  

.

2
cos290

2
sin2sin2 αα

aa
BJC

BCR =
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
∠

=  
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Ответ: .

2
cos2 α

a
 

 
Пример 41. (2010) В треугольнике  ABC  прове-
дены высоты ВМ и CN,  О — центр  вписанной 
окружности. Известно, что ВС = 24, MN = 12. 
Найдите  радиус окружности, описанной около 
треугольника ВОС. 
Решение. 1) Треугольник AMN  подобен тре-
угольнику  АВС  с коэффициентом подобия 

.cos
2
1

24
12 A

BC
MNk ====  

Отсюда   или  .  60=∠A 120=∠A
В примере 40 имеется соотношение 

.90
2

+
∠

=∠
АСОВ  

Значит  
2
390

2
60sinsin =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=∠СОВ  

или  .
2
190

2
120sinsin =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=∠СОВ  

Используем следствие из обобщенной теоремы 

синусов: .
sin2 COB

BCR
∠

=  

Отсюда получаем  38
3

24
==R  

или .24
1
24

==R  

 
 

 
Ответ:   или  24. 
 
Пример 42. (2010) В треугольнике  АВС  прове-
дены высоты  ВМ  и  CN,  О  - центр окружно-
сти, касающейся стороны  ВС  и продолжений 
сторон  АВ  и  АС. Известно, что ВС = 12, MN = 
6. Найдите радиус окружности, описанной око-
ло треугольника  ВОС. 
 
• Если О – центр вневписанной окружности, 
касающейся стороны  ВС  и продолжений сто-
рон  АВ  и  АС треугольника  АВС, то выполня-

ются равенство:   .
2

90 АСОВ ∠
−=∠  

(докажите, см. пример 40) 
 
Решение  проведите самостоятельно (аналогич-
но решению примера 41). 

24 
 



 
 

 
 

 
    
Ответ:   или  12. 
 

Параллелограмм 
 

• При проведении биссектрисы угла параллело-
грамма образуется равнобедренный треуголь-
ник. 
• Биссектрисы смежных углов параллелограмма 
перпендикулярны, а биссектрисы противопо-
ложных углов параллельны или лежат на одной 
прямой. 
Пример 43. (2010) В параллелограмме со сторо-
нами  а и b  и острым углом  α  проведены бис-
сектрисы четырех углов. Найдите площадь  че-
тырехугольника, ограниченного этими биссек-
трисами. 
Решение. Пусть проведены биссектрисы  

 в параллелограмме  ABCD.  
,1AA

,1BB
  Так как противоположные углы параллелограм-

ма  ABCD  с соответственно параллельными 
сторонами, то биссектрисы этих углов парал-
лельны, а потому четырехугольник  PQRS - па-
раллелограмм. Далее,   

,1CC 1DD

=∠+∠−=∠ )(180 ABPBAPAPB  

.90180)(
2
1180 −=∠+∠−= ABCBAD  

Таким образом, PQRS – прямоугольник. Тре-
угольники  

 
и   

 
равнобедренные, 

так как у них биссектрисы перпендикулярны 
основаниям. Поэтому  

1BAB 1CDC

1PBBP = ,
 

,1 DRRD =  
а следовательно, 

 
Итак, четырехуголь-

ник  - параллелограмм, а поэтому  
.|| ADPR

1 ADAB =
1PRDB

DB .ABADPR −1 −==  
В прямоугольнике PQRS  диагонали равны  

ba −
 
или   ,ab −

 
и образуют угол  α

 
(так как 

они попарно параллельны сторонам исходного 
параллелограмма). 
Искомая площадь равна   

 
Ответ:  
 

 
Ромб 

 
Пример 44. (2010) Найдите площадь общей час-
ти двух ромбов, диагонали  которых равны 2 и 
3, а один из ромбов получен из другого поворо-
том на  90°  вокруг его центра. 
Решение.  Пусть  и    ABCD

 имеющиеся ромбы, причем   
'''' DCBA

,3=ВD .2=AC  
Тогда  ,5,1'== OBOB

 
 ,1' == OCAO

.5,0'' == ABBC
  '' BKCAKB ∠=∠

 
и  .  '' KBCKAB ∠=∠

Тогда KBCAKB '' ∠=∠
 
и  KBCAKB '' Δ=Δ  

по стороне и двум прилежащим углам. Следова-
тельно,  KCAK '=   и Δ  по трем   
сторонам. Тогда искомая площадь  

KOC 'Δ=AKO

.8 '' OKCOAKC SS4S ==  
Так как  '2' BCOC =

 и  имеют равные высоты, то 
и  треугольники   KOC '

KBC '
 2'OKC S .'BKCS =  

Пусть  ,' xS BKC =
 
тогда   .5xS AOB =
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Но .5
2
5,1

2
1 xOBAOS AOB ==⋅=

 
Отсюда  .

10
5,1

=x  

.
5

12
10

5,116168 ' =⋅=== xSS OKC  

 
Ответ:  

 
Прямоугольник 

 
Пример 45. (2010) Сторона  AD  прямоугольни-
ка  ABCD в три раза больше стороны  АВ; точки  
М и  N  делят  AD  на три равные части. Найдите  

 
Решение.  Обозначим   ,α=∠AMВ

 
,β=∠ANВ
 .γ=∠ADВ  

Тогда ,1==
AM
ABtgα

 
,

2
1

==
AN
ABtgβ

 
.

3
1

==
AD
ABtgγ  

Далее  ,1

3
1

2
11

3
1

2
1

1
)( =

⋅−

+
=

⋅−
+

=+
γβ
γβγβ

tgtg
tgtgtg  

т.е.   .45=+ γβ
Из прямоугольного равнобедренного треуголь-
ника  АВМ  имеем   .45=α
Значит,   ,90=++ γβα

.190sin)sin( ==++ γβα  
 

 

 
Ответ: 1. 

Трапеция 
 

Пример 46.  (2010) В трапеции  ABCD  биссек-
триса угла А  пересекает боковую сторону  ВС  в 
точке  Е. Найдите площадь треугольника ABE, 
если  площадь трапеции равна  S, АВ = a,   
AD = b, CD = с (с < а). 

Решение. 1) Из формулы  hcaS ⋅
+

=
2

 

находим высоту трапеции  .2
ca

Sh
+

=   

Тогда .
2
1

ca
aSahS ABC +

==  

2) Пусть AF – биссектриса угла А. Треугольник 
ADF – равнобедренный (докажите). Тогда 

.cbCF −=  
3) Треугольники АВЕ  и  FCE подобны (докажи-

те). Тогда   ,
cb

a
CF
AB

CE
BE

−
==  .

cba
a

BC
BE

−+
=  

 
4) Треугольники  АВЕ  и  АВС  имеют общую 

высоту, поэтому   
cba

a
BC
BE

S
S

ABC

ABE

−+
==  

и  .
))((

2

cbaca
Sa

ca
aS

cba
aS ABE −++

=
+

⋅
−+

=   

 

Ответ: .
))((

2

cbaca
Sa

−++
 

 
Пример 47. (2010) Боковая сторона  АВ  трапе-
ции  ABCD равна  l, а расстояние от середины  
CD  до прямой  АВ  равно  m. Найдите площадь 
трапеции. 
Решение. Пусть в трапеции  ABCD  высота рав-
на 

 
тогда  ,2h hEFEG ==

 
(это следует из ра-

венства прямоугольных треугольников  EGC  и  
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EFD).  Обозначим  
 

тогда   
площадь трапеции  ABCD  равна  

,aBC = ,bAD =
 ( baS += .)h

Сумма площадей треугольников  ВСЕ  и  AED 

равна  

27 
 

.
2

) Sh
=

2
(

22
babhah +

=+
 
Следовательно,  

.
2
SS ABE =

 
С другой стороны  .

22
SmlS ABE ==  

Отсюда   .mlS =
 

 
Ответ: lm. 

 
 

Касающиеся окружности 
 
 

Пример 48. (2010) Окружности радиусов 4 и 9 
касаются внешним образом, лежат по одну сто-
рону от некоторой прямой и касаются этой пря-
мой. Найдите радиус окружности, касающейся 
каждой из двух данных и той же прямой.  
 
•  Отрезок общей внешней касательной к двум 
касающимся окружностям радиусов  r  и  R  ра-
вен rR2 . 
Решение. Рассмотрим первый случай касания 
искомой окружности с центром  О3 и двух дан-
ных окружностей. 
 

 
 

Тогда    или  ,KPMKMP +=

 ,222 312321 rrrrrr +=  откуда  

.2,1
21

21
3 =

+
=

rr
rr

r  Отсюда   .44,13 =r

Второй случай  рассмотрите самостоятельно. 

 
Ответ: 1,44  или 36. 
 
Пример 49. (2010) Окружности с центрами  О  и  
В  радиуса  ОВ  пересекаются в точке  С. Радиус  
ОА  окружности с центром  О  перпендикулярен  
ОВ, причем точки  А  и  С лежат по одну сторо-
ну от прямой ОВ. Окружность   касается 
меньших дуг АВ и ОС этих окружностей, а так-
же прямой ОА, а окружность  касается окруж-
ности с центром  В, прямой  ОА  и окружности  

. Найдите отношение радиуса окружности   
к радиусу окружности  . 
Решение. Так как окружность   радиуса  а  и 
окружность с центром  В и радиуса R касаются 
друг друга и общей прямой  ОА, то имеем 

,2 RaOI =  .aROK −=  
Далее используем теорему Пифагора в тре-

угольнике  OKI:  ( ) .2)(
222 RaaaR +=−  

Отсюда получаем   .6aR =
Рассмотрим первый случай касания окружности 

  радиуса  b.  
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Тогда    или  ,JIOJOI +=

 ,222 abbRaR +=  откуда 

,66 2 ababa +=  ,
6

16 +
=

b
a  

.
6

627 +
=

b
a  

Для второго случая имеем  ,JIOJOI +=

.222 abaRbR +=  (вычисления проведите 
самостоятельно) 

 

 
 

 

Ответ: .
6

627 ±  

Пример 50. (2010) Окружности радиусов  2  и  4  
касаются в точке  В. Через точку  В  проведена 
прямая, пересекающая второй раз меньшую ок-
ружность в точке  А, а  большую – в точке  С. 
Известно, что   Найдите  ВС. 
Решение. 1) Окружности касаются внешним об-
разом.  
Так как треугольники    и  подобны 

(докажите), то 

1ABO 2CBO

.
2
1

4
2

2

1 =
BO
BO

==
BC
AB

 

Отсюда  .2223
3
2

3
2

=⋅== ACBC  

 
2) Окружности касаются внутренним образом. 
Рассмотрите этот случай самостоятельно и до-
кажите, что он невозможен при исходных чи-
словых данных. 
 

 
 
 
Ответ:  
 

 
Упражнения 
(одним списком) 

 
 

Медианы треугольника 



 
1. (2010) Найдите площадь треугольника  ABC, 
если  АС = 3, ВС = 4, а медианы, проведенные из 
вершин  А  и В, перпендикулярны. 
Ответ:  
2. (2010) Медиана  ВМ  треугольника  АВС  рав-
на его высоте  АН. Найдите угол  МВС. 
Ответ:  или . 
 

Биссектрисы треугольника 
 

3. (2010) В треугольнике  ABC  проведены бис-
сектрисы  AD  и  СЕ. Найдите длину отрезка  
DE, если  АС = 6, АЕ = 2, CD = 3.(01.10.09) 
Ответ: . 
 

Высоты треугольника 
 

4. (2010) Высоты треугольника  ABC  пересека-
ются в точке Н. Известно, что СН = АВ. Найдите 
угол  АСВ. 
Ответ:  или  135º. 
5. (2010) Точки  ,  , , — основания высот 
треугольника  ABC. Углы треугольника   
равны  90°, 60° и 30°. Найдите углы  треуголь-
ника  ABC. 
Ответ:   или    или  

   или   . 
6. (2010) Точки  D и   E – основания высот не-
прямоугольного треугольника  АВС, проведен-
ных из вершин  А  и  С соответственно. Извест-
но, что      и   Найдите 
сторону  АС. 
Ответ:     

. 
 

Отношение отрезков и площадей 
 

7. (2010) В треугольнике  ABC  на стороне  ВС  
выбрана точка  D  так, что . Ме-
диана  СЕ  пересекает отрезок  AD  в точке  F. 
Какую часть площади треугольника  АВС  со-
ставляет площадь треугольника  AEF?   
Ответ: 0,1. 
8. (2010) На сторонах выпуклого четырехуголь-
ника  ABCD, площадь которого равна единице, 
взяты точки , ,   и . 
При этом         

Найдите площадь шестиугольника  
AKLCMN. 
Ответ:  

9. (2010) В треугольнике  ABC, площадь которо-
го равна  S,  биссектриса  СЕ  и медиана BD  пе-
ресекаются в точке  F. Найдите площадь четы-
рехугольника  ADEF, если ВС = а, АС = b. 
Ответ:  
 

Угол и окружность 
 

10. (2010) На стороне  АС  угла  ACВ, равного 
45°, взята такая точка  D, что СD = AD = 2. Най-
дите радиус окружности, проходящей через точ-
ки  А и  D и касающейся прямой  ВС. 
Ответ: 2   или  .25  
11. (2010) На стороне  ВА  угла  ABC, равного 
30°, взята такая точка  D, что AD = 2  и  BD = 1. 
Найдите радиус окружности, проходящей через 
точки  А, D и касающейся прямой  ВС.  
Ответ: 1 или 7. 
12. (2010) Прямая отсекает от сторон прямого 
угла отрезки 3  и  4. Найдите радиус окружно-
сти, касающейся этой прямой и сторон угла.  
Ответ: 1 или 6. 
13. (2010) Прямая отсекает от сторон прямого 
угла отрезки 5  и  12. Найдите радиус окружно-
сти, касающейся этой прямой и сторон угла. 
Ответ: 2 или 15. 
 
 

Треугольник и окружность 
 

14. (2010) Около треугольника  ABC описана ок-
ружность с центром  О, угол  АОС равен 60°. В 
треугольник  ABC  вписана окружность с цен-
тром  М. Найдите угол  АМС. 
Ответ:  или . 
15. (2010) Треугольник  ABC  вписан в окруж-
ность радиуса 12. Известно, что АВ = 6 и ВС = 4. 
Найдите АС. 
Ответ: . 
16. (2010) В треугольнике  ABC  проведены вы-
соты ВМ и CN,  О — центр  вписанной окруж-
ности. Известно, что ВС = 24, MN = 12. Найдите  
радиус окружности, описанной около треуголь-
ника ВОС. 
Ответ:   или  24. 
17. (2010) Высоты треугольника  АВС  пересе-
каются в точке  Н. Известно, что отрезок  СН  
равен радиусу окружности, описанной около 
треугольника. Найдите угол  АСВ. 
Ответ:  или . 
18. (2010) В треугольнике  АВС  проведены вы-
соты  ВМ  и  CN,  О  - центр окружности, ка-
сающейся стороны  ВС  и продолжений сторон  
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АВ  и  АС. Известно, что ВС = 12, MN = 6. Най-
дите радиус окружности, описанной около тре-
угольника  ВОС. 
Ответ:   или  12. 
19.  (2010) В треугольнике  ABC  угол  А  равен 
α, сторона  ВС  равна  а, Н — точка пересечения 
высот. Найдите радиус окружности, описанной 
около треугольника  ВНС. 

Ответ: .
sin2 α
a  

20. (2010) В треугольнике  ABC  угол  А  равен α, 
сторона  ВС  равна  a, J — точка пересечения 
биссектрис. Найдите радиус окружности,  опи-
санной около треугольника  BJC. 

Ответ: .

2
cos2 α

a
 

21. (2010) Вершина равнобедренного треуголь-
ника с боковой стороной  5  и основанием  6 
служит центром данной окружности радиуса 2. 
Найдите радиус окружности, касающейся дан-
ной и проходящей через концы основания тре-
угольника. 

Ответ: 
4

13   или  .
4

15  

22. (2010) Вершина равнобедренного треуголь-
ника с боковой стороной  5  и основанием  8 
служит центром данной окружности радиуса 2. 
Найдите радиус окружности, касающейся дан-
ной и проходящей через концы основания тре-
угольника.  

Ответ:  
2

17   или  .
10
41  

 
Параллелограмм 

 
23. (2010) В параллелограмме  ABCD  известны 
стороны  АВ = а,  ВС = b   и   Найдите 
расстояние между центрами окружностей, опи-
санных около треугольников  BCD   и   DAB.  
Ответ: . 
24. (2010) Дан параллелограмм  ABCD,  АВ = 2, 
ВС = 3, . Окружность с центром в точ-
ке  О  касается биссектрисы угла  D  и двух сто-
рон параллелограмма, исходящих из вершины 
одного его острого угла. Найдите площадь че-
тырехугольника  ABOD.  
Ответ: ,  . 
25. (2010) Дан параллелограмм  ABCD,  АВ = 3, 
ВС = 5, . Окружность с центром в точ-
ке  О  касается биссектрисы угла  D  и двух сто-
рон параллелограмма, исходящих из вершины 

одного его острого угла. Найдите площадь че-
тырехугольника  ABOD.  
Ответ: ,  . 
26. (2010) В параллелограмме со сторонами  а и 
b  и острым углом  α  проведены биссектрисы 
четырех углов. Найдите площадь  четырех-
угольника, ограниченного этими биссектрисами. 
Ответ:  
 

Ромб 
 

27. (2010) Найдите площадь общей части двух 
ромбов, диагонали  которых равны 2 и 3, а один 
из ромбов получен из другого поворотом на  90°  
вокруг его центра. 
Ответ:  
 

Прямоугольник 
 

28. (2010) Сторона  AD  прямоугольника  ABCD 
в три раза больше стороны  АВ; точки  М и  N  
делят  AD  на три равные части. Найдите  

 
Ответ: 1. 
29. (2010) В прямоугольнике  ABCD   АВ = 2,  
ВС = . Точка  Е  на прямой  АВ  выбрана так, 
что . Найдите  АЕ.  
Ответ: 1  или  3. 
 

Квадрат 
 

30. (2010) Через середину стороны  AB  квадрата 
ABCD  проведена прямая, пересекающая прямые  
CD  и  AD  в точках  М  и  Т  соответственно и 
образующая с прямой  АВ угол  α,  . 
Найдите площадь треугольника  ВМТ, если сто-
рона квадрата ABCD  равна 4.  
Ответ: 2 или 10. 
 

 
 
 
 

Трапеция 
 
31. (2010) В трапеции  ABCD  известны боковые 
стороны  АВ = 27, CD = 28 и верхнее основание  
ВС = 5. Известно, что .  Найдите  
АС. 
Ответ: 28  или  . 
32. (2010) Основания трапеции равны  a  и  b. 
Прямая, параллельная  основаниям, разбивает 
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трапецию на две трапеции, площади которых  
относятся как 2:3. Найдите длину отрезка этой 
прямой, заключенного внутри трапеции. 

Ответ: 
5

32 22 ba + или  .
5

23 22 ba +  

33. (2010) На боковых сторонах  АВ  и  CD  тра-
пеции с основаниями  AD  и  ВС  отмечены точ-
ки  P  и  Q  соответственно, причем   
Прямая PQ  разбивает трапецию на две трапе-
ции, площади которых относятся как 1:2. Най-
дите  PQ, если   и    

Ответ: 
3

2 22 ba +  или  .
3
2 22 ba +  

34. (2010) Боковая сторона  АВ  трапеции  ABCD 
равна  l, а расстояние от середины  CD  до пря-
мой  АВ  равно  m. Найдите площадь трапеции. 
Ответ: lm. 
35. (2010) Диагонали  АС  и  BD  трапеции 
ABCD  пересекаются в точке  Е. Найдите пло-
щадь трапеции, если площадь треугольника  
AED  равна 9, а точка  Е делит одну из диагона-
лей в отношении 1:3. 
Ответ: 16; 48; 144. 
36. (2010) Дана трапеция  ABCD  с боковыми 
сторонами  АВ = 36, CD = 34  и верхним основа-
нием  ВС = 10. Известно, что . 
Найдите  BD. 
Ответ: 36 или . 
37.  (2010) В трапеции  ABCD  биссектриса угла 
А  пересекает боковую сторону  ВС  в точке  Е. 
Найдите площадь треугольника ABE, если  пло-
щадь трапеции равна  S, АВ = a,  AD = b, CD = с 
(с < а). 

Ответ: .
))((

2

cbaca
Sa

−++
 

 
 
 
 

Трапеция и окружность 
38. (2010) Трапеция с основаниями 14 и 40 впи-
сана в окружность радиуса 25. Найдите высоту  
Ответ: 39  или  9. 
39. (2010) Трапеция  ABCD  с основаниями  AD  
и  ВС  вписана в окружность с центром  О. Най-
дите высоту трапеции, если ее средняя линия 
равна 3 и .  
Ответ: 9 или 1. 
40. (2010) Дана трапеция  ABCD, основания ко-
торой  ВС = 44,  AD = 100,  AB = CD = 35. Ок-
ружность, касающаяся прямых  AD  и  AC, каса-

ется стороны  CD  в точке  K. Найдите длину 
отрезка  CK.  
Ответ: 5 или 30. 
41.  (2010) Около трапеции  ABCD  описана ок-
ружность радиуса 6 с центром на основании  
AD. Найдите площадь трапеции, если основание  
ВС  равно 4. 
Ответ:  
 

Непересекающиеся окружности  
 

42.  (2010) Прямая касается окружностей радиу-
сов  R  и  r  в точках  А  и  В. Известно, что рас-
стояние между центрами равно  a, причем  

  и  . Найдите  АВ.  
Ответ:    или  . 
43.  Найдите длину отрезка общей касательной к 
двум окружностям, заключенного между точка-
ми касания, если радиусы окружностей равны 
23 и 7, а расстояние между центрами окружно-
стей равно 34. 
Ответ: 30 или 16. 
44.  Найдите длину отрезка общей касательной к 
двум окружностям, заключенного между точка-
ми касания, если радиусы окружностей равны 
31 и 17, а расстояние между центрами окружно-
стей равно 50. 
Ответ: 48 или 14. 
 

Касающиеся окружности 
 

45. (2010) Окружности радиусов  2  и  4  касают-
ся в точке  В. Через точку  В  проведена прямая, 
пересекающая второй раз меньшую окружность 
в точке  А, а  большую – в точке  С. Известно, 
что   Найдите  ВС. 
Ответ:  
46. (2010) Точка  О – центр окружности радиуса 
2. На продолжении радиуса  ОМ  взята точка  А. 
Через точку  А  проведена прямая, касающаяся 
окружности в точке  К. Известно, что  

. Найдите радиус окружности, впи-
санной в угол  ОАК  и касающейся  данной ок-
ружности внешним образом. 
Ответ:  
47. (2010) Дана окружность радиуса 2 с центром 
О. Хорда  АВ  пересекает радиус  ОС  в точке  D, 
причем  . Найдите радиус окруж-
ности, вписанной в угол ADC  и касающейся ду-
ги  АС, если  . 
Ответ:   или  . 
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48. (2010) Окружности радиусов 4 и 9 касаются 
внешним образом, лежат по одну сторону от не-
которой прямой и касаются этой прямой. Най-
дите радиус окружности, касающейся каждой из 
двух данных и той же прямой.  
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Ответ: 1,44  или 36. 
49. (2010) Окружности    и    радиусов  R  и  
r    соответственно касаются в точке  А. 
Через точку  В, лежащую на окружности  , 
проведена прямая, касающаяся окружности    
в точке  М. Найдите  ВМ, если известно, что  

. 

Ответ:  

 
Пересекающиеся окружности 

 
50. (2010) Окружности радиусов 10 и 17 пересе-
каются в точках  А  и  В. Найдите расстояние 
между центрами окружностей, если   
АВ = 16. 
Ответ: 21 или 9. 
51. (2010) Окружности с центрами    и  пе-
ресекаются  в точках  А  и  В. Известно, что 

,  , . Найдите  
радиусы окружностей.  
Ответ: ,   или  , . 
52. (2010) Окружности с центрами  О  и  В  ра-
диуса  ОВ  пересекаются в точке  С. Радиус  ОА  
окружности с центром  О  перпендикулярен  ОВ, 
причем точки  А  и  С лежат по одну сторону от 
прямой ОВ. Окружность   касается меньших 
дуг АВ и ОС этих окружностей, а также прямой 
ОА, а окружность  касается окружности с цен-
тром  В, прямой  ОА  и окружности  . Найдите 
отношение радиуса окружности   к радиусу 
окружности  . 
Ответ:  
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